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ABSTRACT: On the mathematical structure of the living substance demonstrated on the 
basis of the problem of the biological temperature- and growth-function. Some years ago 
(1961) the author proposed a new formula for the biological temperature function; prin- 
cipally, it is the ARR~rNIUS formula but the absolute zero is substituted by a lower value, 
namely, the biological zero temperature. It is not possible to interpret the biological zero 
temperature on the basis of different velocities of successive reactions. If the ARXHrNIVS 
function is employed for each link of the chain, the zero temperature - -  273 o C is maintained 
for the complete chain, resulting in the formulation of a steady state. If we employ a lower 
value than --273 ° the bending of the curve grows stronger and therefore is better suited 
for the mathematical description of biological processes. It is shown that the ARRHrNIOS 
function may not be applicable if ramifications are present in a chain of biochemical 
processes. The biological growth function (Kx/SG~R 1962) is mathematically identical with 
the temperature function. It is shown that the new formula also is based on the assumption 
by PC2TTEtt and BrRTALA~FrY about the interaction of anabolism and catabolism. It is assumed 
that the mathematical integration of this statement does not take into consideration the 
opposite entropy values for anabolism and catabolism. A repeated analysis of more recent 
values for the growth of man resulted in the discovery of an oscillation in the growth rate 
superimposed on the basic function. This oscillation causes the well-known acceleration of 
growth during puberty. 

E I N L E I T U N G  

Das Objekt  der klassischen Biologic sind Gestalten, deren Form und Mannig- 
faltigkeit auch heute noch der Mehrzahl der Biologen nut einer Beschreibung, nicht 
aber einer quanti tat iven Behandlung zug~ingig erscheinen. Im Gegensatz zur Mor- 
phologie hatte es die Stoffwechselphysiologie yon ihrem Beginn an mit Quantit~iten zu 
tun; hieraus wird verst~indlich, daf~ wit  schon bei RAMEAUX & SAP, I~US (1837/39) den 
ersten Versuch einer mathematischen Darstellung ihrer Messungen linden. Die yon 
ihnen aufgedeckte exponentielle Beziehung des Stoffwedlsels zum Gewicht war  damals 
sicherlich iiberraschend. Die vor allem von RUBNER (1883) vertretene kausale Deutung 
durch die W~irmeabgabe an der K/Srperoberfl~iche stand bis in die neueste Zeit einer 
exakten Bearbeitung dieses Phiinomens im Wege. Diese Hypothese wurde hinf~llig, 
als sich zeigte (P/3TT~R 1911 und andere), dai~ die Oberfl~ichenregei in vielen F~illen 
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auch ffir poikilotherme Tiere zutrifft. Uberdies erwies sich, dal~ die Oberfl~ichen- 
beziehung des Stoffwechsels auch bei warmbli.itigen Tieren nicht streng erflillt ist 
(BRoDY & PROCTER 1932). 

Um in Zukun~ den damals begangenen Fehler zu vermeiden, mfissen wir sowohl 
in der Stoffwechselphysiologie wie auch in der Morphologie immer wieder versuchen, 
zu einer mSglichst exakten Wiedergabe unserer Mei~ergebnisse zu kommen. Ich selbst 
hatte vor einigen Jahren zwei neuartige Formulierungen ftir die mathematische Be- 
schreibung biologischer Ph~inomene vorgeschlagen, die eine ffir die Temperaturabh~in- 
gigkeit biologischer Prozesse (1961), die andere fiJr die Wiedergabe des tierischen 
Wachstums (1962). Nachdem gerade letzteres Problem bis in die neueste Zeit ftir un- 
15sbar gehalten wurde, zeigte sich, da~ es mit einem einzigen Ausdru& mSglich ist, 
Wachstumsvorg~inge der verschiedensten Art und in weitestem Umfang in sehr guter 
N~iherung wiederzugeben. 

Uberraschenderweise ergab sich, daf~ Wachstumsfunktion und biologische Tem- 
peraturfunktion mathematis& die gleiche Gestalt haben. Die hieraus hervorgehende 
Identit~it des Kurvenverlaufs konnte ich durch den Nachweis erh~irten (KROGER 1964), 
daf~ sich die Wachstumsfunktion yon v. BERTALANFFY (1934) auch sehr gut als Tem- 
peraturfunktion eignet. Wir begegnen dieser Parallele ebenfalls in der Temperatur- 
funktion yon BELEHRADEK (1930) und der Wachstumsfunktion yon MURRAY (1925), die 
mathematisch die gleiche Form haben. Man ist aber nicht berechtigt, hieraus irgend- 
welche Schliisse zu ziehen, da es sich bei der Temperaturfunktion um die Wiedergabe 
yon Geschwindigkeiten handelt, bei der Wachstumsfunktion dagegen um die Darstel- 
lung yon Dimensionen. Die Wachstumsgeschwindigkeit wird in letzterem Falle durch 
den Differentialquotienten wiedergegeben, der eine andere Form hat. Die formale 
Ubereinstimmung beruht darauf, daf~ es sich in beiden Fiillen um Vorg~inge handelt, die 
sich bei logarithmischer Darstellung asymptotisch einem Maximalwert n~ihern. 

DEUTUNG DES KURVENVERLAUFS BIOLOGISCHER 
TEMPERATURFUNKTIONEN 

Die yon mir vorgeschlagene Temperaturfunktion: 

m 

Yt -- 1 (1) 
n t - - z  

steht in engster Beziehung zu der im anorganischen Bereich gfiltigen ARRHENIUS- 
Funktion. Sie unterscheidet sich yon ihr dadurch, daf~ an Stelle der absoluten Null- 
punkt-Temperatur yon - -  2730 C ein geringerer Wert als Bezugstemperatur eingesetzt 
wird. Diese biologische Nullpunkt-Temperatur im Nenner des Exponenten bezeichne 
ich mit dem Symbol z. Der rechnerisch eingesetzte z-Wert ist mathematisch ein Aus- 
druck fiJr die KriJmmung der Kurve, die man erh~ilt, wenn man die Logarithmen der 
Mei~werte den linearen Temperaturwerten auf der Abszisse gegenfiberstellt. Gegen- 
fiber frfiheren Vorschl~gen zur mathematischen Darstellung biologischer Temperatur- 
beziehungen (JoRGENSEN 1916, JANISCr~ 1927, BELEHRADEK 1930), deren rein deskrip- 
tire Eignung nicht bestritten werden soll und kann, besitzt die neue Formel einige Vor- 



304 F. KR/JcrR 

ziige und schliet~t vor altem a priori die Ar.r.~trNIus-Funktion ein, die mit Sicherheit in 
man&en Fiillen auf biologische Prozesse anzuwenden ist. Auf~erdem gibt die neue 
Funktion - soweit si& bislang erkennen l~ifgt - den Kurvenverlauf biologischer 
Temperaturfunktionen etwas besser wieder (KR/dOER 1964). S&liet~li& s&eint die 
neue Funktion den Vorzug zu bieten, dal~ man yon ihr ausgehend au& einen - 
mathematis& allerdings no& nicht voltkommen durdas&aubaren - Anschlug an die 
Wachstumsfunktion errei&en kann (KR/dG~R 1963). 

Die Bedeutung der in der FormeI enthaltenen Nullpunkt-Temperatur z versteht 
man am einfa&sten an Hand einer graphischen Darstellung (Abb. 1). Stellt man die 
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Abb. 1: Schematischer Vergleich des Kurvenvertaufs entsprechend der RGT-Regel; ARR~ENIUS- 
Funktion und eigener Vors&lag 

Logarithmen der Mei~werte auf der Ordinate ats Funktion der linearen Mel~werte auf 
der Abszisse dar, so erh~ilt man eine Gerade, wenn die Werte der BrI~T~trLoT-Funktion 
folgen, die der RGT-Regel zugrunde iiegt. Fiir die ARr.~rNIus-Funktion ergibt sich 
eine Kurve, die im biologischen Temperaturbereich nur schwach gekriimmt ist und 
daher der B~RT~ELov-Geraden sehr nahe kommt. Erst unterhalb des biologisch inter- 
essierenden Temperaturbereichs ist die ARRHENIus-Kurve st~irker gekriimmt und f~illt 
schlietglich zum absoluten Nullpunkt iiberaus steil ab. Setzen wir abet in der A~R~NIOS- 
Funktion eine h6here Temperatur als den absoluten Nullpunkt ein, so verschiebt sich 
entsprechend der stS.rker gekriJmrnte Abschnitt der ARR~NIos-Kurve in den bio- 
logischen Temperaturbereich und gestattet auf diese Weise eine Anpassung an gegebene 
Metgdaten. In solchen F~illen durch verschiedene Q10- oder #-Werte den Gang der Tem- 
peraturkurve wiederzugeben, ist mathematisch vollkommen sinnlos und kann daher 
auch nicht zu auswertbaren Zahlen fiihren. 
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Die der neuen Temperaturfunktion folgende Kurve endet bei - - z  ° auf der Ab- 
szisse. Durch Ver~inderung dieses Wertes kann man den Kurvenverlauf weitgehend 
ver~indern und an gegebene Met~reihen anpassem Gleichzeitig &arakterisiert man durch 
z die Kriimmung der Kurve. Es ergibt si& nun das Problem, wie wit den z-Wert - die 
biologische Nullpunkt-Temperatur - deuten k6nnen. Zun~ichst vermutete ich - im 
Anschlut~ an CROZIE3~, (1924/25) - ,  dab durch die Hintereinanderschaltung yon Reak- 
tionsstufen mit verschiedener Geschwindigkeit die Kriimmung der biologischen Tem- 
peraturkurven zu erkl~iren sei. Nehmen wit aber die ARRHENIt~s-Funktion als mathe- 
matis&e Basis an, so ergibt si& bei der mathematischen Darstellung einer einfa&en 
Kette hintereinandergeschalteter Reaktionen mit verschiedener Geschwindigkeitskon- 
stante/~ die Gleichung eines Flieggleichgewichtes, bei dem die Gesamtgeschwindigkeit 
gleich dem Produkt der einzelnen Geschwindigkeitskonstanten ist. Der absolute Null- 
punkt bleibt aber als Bezugstemperatur erhalten. Auf diesem Wege, das heit~t also, 
dutch die Aufeinanderfolge yon Reaktionen mit verschiedener Ges&windigkeit, die 
nacheinander als S&rittmacher-Reaktionen auftreten, k/Snnen wir die bei biologis&en 
Messungen gefundenen Fmderungen der #-Werte nicht erkt~iren. Hiermit wird also 
auch die Hypothese yon CROZIER hinf~illig und damit der Aussagewert der berechneten 
#-Werte. 

Ich habe mir nun die Frage gestellt, wie die VerhS.ltnisse liegen, wenn wir nicht 
yon einer einfachen Kette hintereinandergeschalteter Reaktionen ausgehen, sondern 
eine Verzweigung in der Kette auftritt, wenn wir also annehmen, dai~ yon einem ge- 
gebenen Substratbestand zwei Reaktionen ausgehen. Diese Bedingung mug man im 
Stoffwe&seigeschehen des Organismus sicherlich als gegeben ansehen. Wir gehen hierbei 
yon der VorstelIung aus, dag fiir jede der Reaktionen die Ae, RHENIus-Funktion zu- 
trifll, und legen die von Ae, e,I~ENius gegebene Interpretation der Parameter zugrunde. 
Im Z~ihler der Formel steht dana& die Gesamtmenge der zur Verfiigung stehenden 
Substanz - m -, im Nenner die Ges&windigkeitskonstante - # - hoch dem rezi- 
proken Weft der absoluten Temperatur. Der Nenner repr~isentiert den Anteil yon m, 
der bei der gegebenen Temperatur nicht an der Reaktion beteiligt ist. Der Quotient 
beider Gr6i~en stellt y : den reaktionsfSihigen Anteil yon m dar. Nehmen wir nun den 
Fall einer Verzweigung an, so steht fiir die einzelne Reaktion nicht mehr die gesamte 
Menge des Vorrates m zur Verftigung, sondern nur der um den Anspruch der zweiten 
Reaktion verminderte Anteil. Dementspre&end w~ire fiir die beiden Reaktionen an- 
zusetzen: 

m m 
m i r l  

1 1 

T T 

Yl -- und Y2 -- 
1 1 

T T 

Durch das Auftreten des Temperaturwertes im Z~ihter verliert bei Verzweigungen 
in der Reaktionskette die ARe, I~ENius-Funktion offensi&tlich ihre Anwendbarkeit, die 
eine einfache Proportionalit~it zum reziproken Wert der absoluten Temperatur fordert. 
Die Bezugstemperatur yon - -  2730 C ist in diesem Fall nicht mehr zutreffend. Die Ab- 
weichung yon der ARi~HENIus-Funktion ist offensi&tlich dadurch bedingt, datg die zwei 
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nebeneinander yon dem Substratvorrat zehrenden Reaktionen den reaktions£ihigen 
Anteil schon bei h~Sheren Temperaturen und nicht erst beim absoluten Nullpunkt er- 
sch6pfen lassen. Es gibt abet auch noch andere Denkm/Sglichkeiten, die den ftir den 
l~eaktionsablauf mitbestimmenden Substratvorrat schon bei h~Sheren Temperaturen 
reduzieren k/Snnten, wie zum Beispiel Diffusionshemmungen. Diese UberIegungen 
sollen nur zeigen, daf~ wir zwanglos die Tatsache deuten k~Snnen, dat~ fiir biologische 
Reaktionsabl~iufe im allgemeinen die Av.v.HrNius-Funktion nicht in ihrer urspriinglichen 
Form anwendbar ist. 

Fiir den Organismus ergibt sich hieraus die M6glichkeit, durch die Einschaltung 
yon Verzweigungen in den Reaktionsketten die Form der Temperaturabhiingigkeit 
seiner Stoffwechselprozesse zu ~indern und abweichend yore Geschehen im anorgani- 
schen Bereich zu gestalten. Diese Mtigllchkeit ist fiir den Organismus dadurch be&u- 
tungsvoll, dab er in die Lage versetzt wird, seinen Stoffwechsel an die Temperatur- 
bedingungen seines Biotops anzupassen. 

DIE WIEDERGABE VON ANABOLISMUS UND KATABOLISMUS 
ALS FUNKTION DER ZEIT 

An einem Beispiel (Salvelinus fontinalis) hatte ich friiher gezeigt (1961, 1963), 
dab die Berechnung der Parameter der neuen Temperaturfunktion fiir Individuen 
unterschiedlicher GrtSge zu Zahlen fiihrt, die eine verhiilmismiigig einfache mathe- 
matis&e Beziehung zum Gewicht erkennen lassen. Die hiermit aufgedeckte Beziehung 
der Parameter zum Gewicht stellt aber primiir eine Altersabhiingigkeit dar. Dieser Urn- 
stand war far reich der Anlaf~, das Problem der mathematischen Darstellung yon 
Wachstumswerten aufzugreifen. Die graphische Analyse yon Wachstumsdaten ftihrte 
(1961, 1965 ) zu dem der Temperatur funktion entsprechenden Ausdruck: 

d X - 

(dz = Dimension im Alter •); Dmax 
stante; ~ = additiver Zeitwert) 1. 

Dm&x (2) 

N z+~ 
= Maximalgr6i~e; N = Geschwindigkeitskon- 

Die neue Funktion besitzt vor der Mehrzahi der ~ilteren VorschI~ige den entschei- 
denden Vorzug, dat~ sie bei sehr guter N~iherung an gegebene Wachstumswerte in einer 
einfachen mathematischen Beziehung zur allometrischen Funktion steht. Diese stellt 
eine durch ungez~ihlte Beispiete gesicherte mathematische Beschreibung des relativen 
Wachstums dar. Der besonders bedeutungsvolie Exponent a dieser Gieichung stellt den 
Quotienten der Logarithmen der Geschwindigkeitskonstanten der beiden miteinander 
verglichenen Wachstumsvorg~inge dar: 

log N1 (3) 
a -- log N2 

Durch diesen Zusammenhang haben wir jetzt die MSglichkeit, mit den Parametern der 

i Erst ha& Fertigstellung des Manuskriptes fand ich, daf~ schon frtiher yon ZUCXER (1941) 
eln resiproker Alterswert zur Darstellung des Gewichts-Wachstums der Ratte benutzt wurde. 
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allometris&en Funktion in die Wa&stumsfunktion iiberzugehen und umgekehrt und 
haben damit ein gewisses erstes Geriistsystem in der mathematischen Behandlung bio- 
logischer Erscheinungen gewonnen. Da sich die allometris&e Funktion nicht nut auf 
morphologische Daten bezieht, sondern ebensogut auch auf Stoffwe&selwerte an- 
gewandt werden kann, ist ebenfalls eine Brii&e zwis&en diesen Gebieten geschaffen. 

Auf dem ersten Symposium hatte ich gezeigt, daf~ wit bei Anwendung der neuen 
Funktion auf Wa&stumsvorg~inge fast zu den glei&en Zahlen kommen, wie sis si& aus 
der Bm~TALANrl~Y-Funktion erre&nen. Die Differenzen liegen weir unterhalb der MeG 
fehler. Hierdurch tau&te die Frage ha& der Beziehung der BI~RTALANFw~-Funktion zu 
meinem eigenen Vors&lag auf. 

Von BERTALANFFY ging bei der Aufstellung seiner Funktion (1934) - ebenso wie 
schon vor ihm POTTER (1920) -- Yon der Annahme aus, dat~ das Wachstum aus zwei 
entgegengesetzten Stoffwechsetprozessen resuttiert: dem Aufbaustoffwechsel oder 
Anabolismus und dem Abbaustoffwechsel oder Katabolismus. Far ersteren nehmen 
beide Autoren an, daf~ er - wenigstens n~iherungsweise - der Oberfl~i&enentwi&- 
lung, also der 2h-Potenz folgt, w~ihrend die Abbauprozesse gewi&tsproportionat ver- 
laufen. Fiir beide Prozesse wird die Giiltigkeit der allometris&en Beziehung zugrunde 
gelegt. Das bedeutet, dat~ bei Abtragung der Logarithmen yon Anabolismus und Kata- 
bolismus als Funktion des Logarithmus des Gewi&tes in einem rechtwinkligen Ko- 
ordinatensystem, beide Vorg~inge auf Geraden liegen, deren Steigungswlnkel far den 
Anabolismus etwa 340 und far den Katabolismus 450 betr~igt. Beide Geraden schneiden 
si& dort, wo Anabolismus und Katabolismus den gleichen Wert haben. Dieses ist der 
Maximalwert der BrRTALANFFY-Funktion. Hinter diesem Punkt, der vom Organismus 
aber hie erreicht wird, wiirde ein negatives Wa&stum resultieren. 

Benutzen wit nun an Stelle der logarithmischen Unterteilung auf der Abszisse, 
wel&e der altometris&en Darstellung zugrunde liegt, eine Unterteilung in die rezi- 
proken Alterswerte, wle sle der yon mir vorgeschlagenen Funktion entspri&t, so 
~indert sich hierdur& ni&ts an der Beziehung zwis&en den Wertepaaren yon Anabolis- 
mus und Katabolismus ffir die einzelnen Gewi&tsstufen. Diese werden abet nun zu 
Altersstufen, und durch die Vers&iebung auf der Abszissenteilung werden aus der Ge- 
raden Kurven, die fiir den Alterswert oo dem glei&en Maximalwert zustreben. Der 
Maximaiwert ist also fiir beide Teilprozesse identisch. Auch fiir N k6nnen wit den 
glei&en Weft einsetzen, wenn wit entsprechend Gleichung (3) die Exponenten des 
Nenners mit den entsprechenden a-Werten multiplizieren. Auf der Basis der neuen 
Funktion wiirde dann der PiSTTER-BrRTaLANFFY-Ansatz die Form annehmen: 

dw Max Max 
dt - --  2 3 (4) 

N G -  N-V- 

(Bei der Identit~it der Temperatur- und Wachstumsfunktion benutze ich fiir Zeitwerte 
griechis&e Symbole, um Verwe&slungen zu vermeiden. ~ bedeutet in diesem FalIe 
die Summe yon Geburtsalter Z plus dem additiven Zeitwert ~.) Die Funktionen ftir 
Anabolismus und Katabolismus unterscheiden si& also nur durch den Z~ihler des Ex- 
ponenten; alle anderen Parameter sind glei&. 
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Grunds~itzli& mug man wohl den POTTER-BERTALANFFY-Ansatz als richtig an- 
sehen. Es spre&en hierfiir ni&t nur die zugrunde gelegten experimentellen Befunde, 
sondern vor allem die Tatsache, daff er in der bekannten Wachstumsformulierung zu 
einer ausgezei&neten Wiedergabe yon Wachstumsdaten als Funktion der Zeit gefiihrt 
hat. Wenn die mathematische Integration des Ansatzes nicht zu einer vollkommen be- 
friedigenden LSsung fiihrte, muff man annehmen, daff er ni&t in vollem Umfang die 
vorliegenden Beziehungen wiedergibt. Vermutli& liegt ein Fehler darin, daff er die 
Vorg~inge yon Auf- und Abbau der KSrpersubstanz proportional den zugrunde liegen- 
den Stoffwechselprozessen annimmt. Hier ist sicheriich eine Korrektur anzubringen. 
Der Anabolismus l~iut~ unter Entropieverminderung ab, und die fiir die Entropie- 
bindung aufgewandte Energie kann beim Katabolismus ni&t wieder nutzbar gemacht 
werden. Der Einfluff dieses Faktors bleibt zu priifen. Der B~RTALANFFY-Ansatz gilt nur 
far die Massen~inderungen, nicht aber in dieser Form far die ihnen zugrunde liegenden 
Stoffwechselprozesse*. 

DARSTELLUNG DER TEMPERATURABHANGIGKEIT DES 
STOFFWECHSELS ALS FUNKTION DES ALTERS 

Die Wiedergabe des B~I~:ALANFFY-Ansatzes als Funktion des Alters fiihrte, wie 
wir sahen, zu einer wesentlichen Vereinfachung gegeniiber dem Bezug auf das Gewicht. 
Das ist nicht erstaunlich, da 5a das Gewicht setbst eine Funktion des Alters darstellt, die 
beim direkten Bezug auf das Alter in Fortfall kommt. Aus diesem Grund unternahm 
ich den Versuch, die in friiheren Untersuchungen ausgewerteten Zahlen yon JoB (1955) 
fiir die Temperaturabh~ingigkeit der Atmung des Fisches Salvelinus ]ontinalis als Funk- 
tion des Alters darzustellen. Man erh~ilt dann die Parameter der Temperaturabh~ingig- 
keit des Stoffwechsels fiir die verschiedenen Altersstufen. 

JoB hat die AtmungsgrSffe als Funktion des Gewichtes seiner Fische wieder- 
gegeben. Aus Wachstumsdaten in der Literatur babe ich versucht, zu den gegebenen 
Gr6ffenklassen das Alter zu bestimmen (CARLANDER & RmK~R 1962, BRIDGES & MULI.AN 
1958). Die verschiedenen Wachstumsdaten fiir Salvelinus stimmen alterdings nicht ganz 
iiberein. Eine gute N~iherung an die meisten Daten erh~ilt man mit einem Wert yon 3 
ftir den additiven Alterswert ~. Da ~: fiir die Berechnung nicht sehr kritisch ist, ~indern 
geringere Abweichungen grunds~itzlich nichts an den Ergebnissen. Mit Kennmis der 
Wachstumsparameter l~ifft sich leicht zum angegebenen Gewicht das Alter der Fische 
berechnen. Es kommt gut mit den Literaturwerten iiberein. Far alle Temperaturen 
wurde der gleiche ~-Wert 3,0 eingesetzt, da man ja die Vorgeschichte der Versuchstiere 
als identisch annehmen muff. Die Berechnung ergab f[ir log N bei allen vier Tem- 
peraturen Werte gleicher GrSffenordnung, die bemerkenswerterweise mit steigender 
Temperatur fallen (Tab. 1). Ihre Temperaturabh~ingigkeit k6nnte man n~iherungsweise 
schon durch eine lineare Funktion wiedergeben. Die geringe Temperaturabh~ingigkeit 
der Werte far log N stimmt mit der relativen Konstanz der yon JoB berechneten Ex- 
ponenten der allometrischen Funktion iiberein. Starke Differenzen zeigen nut die 
Maximalwerte, die mit steigender Temperatur hSher werden. 

* Es soll das Problem in Kiirze in einer besonderen Untersuchung behandelt werden. 
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Auch dieses Beispiel zeigt die wesentliche Vereinfachung der mathematischen Be- 
ziehungen, wenn wit die Mef~werte nicht auf das Gewicht, sondern auf das Alter be- 
ziehen. Vor allem abet sollen hiermit die interessanten und aufschluf~relchen M~Sglich- 
keiten einer mathematischen Auswertung yon Stoffwechselversuchen auf der Basis der 
neuen Wachstumsfunktion aufgezeigt werden. Soweit ich erkennen kann, sind sie mit 
anderen Wachstumsformulierungen nicht gegeben. 

DIE MATHEMATISCHE WIEDERGABE DES WACHSTUMS DER RATTE 

Abschlief~end m/Schte ich noch auf einige Anwendungen der neuen Funktion auf 
Wachstumsdaten aus der Literatur zu sprechen kommen, um ihren weiten Geltungs- 
bereich zu demonstrieren. Offensichtlich ist ihre Einsatzm~Sglichkeit nicht auf das 
Wachstum vielzelliger Organismen begrenzt, sondern umlaut auch das Zellwachstum. 
Tabelle 2 zeigt die Auswertung der Zahlen yon BORDZlLOWSKAJA, einer Schfilerin yon 
SCHMALHAUS~N, fiber das Wachstum yon Hefezellen. Es ergab sick eine iiberaus gute 
Ubereinstimmung yon beobachteten und berechneten Zahten. Dieses Beispiel hatte 
fibrigens auch schon v. B~I~TALaNFFY (1934) auf der Basis seiner Formulierung erfolg- 

Tabelle 2 

Wachstum der Here (Werte yon BORDZlLOWSKAJA a.US SCHMALHAUSEN 1929) 

Zeit L~nge 

L~tnge 
(berechnet) 
~-= 0,408 

logN = 0,3295 
Lmax = 88,14 

0 13,70 I3,72 
10 min 31,06 31,62 
40 rnin 42,83 43,50 

1 h 51,53 51,42 
20 min 57,15 57,00 
40 rain 61,14 61,14 
2 h 64,24 64,32 

20 mln 66,63 66,83 
40 rain 68,23 68,86 

3 h 70,57 70,54 

reich darstellen k/Snnen. Ebenso lassen sich auch die Zahlen von SCHMALHAUSEN (1925) 
iiber das Wachstum yon Paramecium zwischen zwei Teilungsschritten mit der neuen 
Funktion sehr gut wledergeben. 

Die neue Wachstumsfunktion leitete ich an Daten ffir das Wachstum yon Fischen 
ab. Bei ihnen diirfen wir ein unbegrenztes Wachstum ann&men, das also w~ihrend des 
ganzen Lebens andauert. Bei den S~iugetieren, deren Wachstum nicht nut von theo- 
retischem, sondern auch yon praktischem Interesse ist, haben wires dagegen mit einem 
begrenzten Wachstum zu tun, das also balm Erreichen einer gewissen Endgr~Sf~e auf- 
htSrt. Hier ergibt sich die Frage, in welcher Form das Wachstum abgebremst wird. 
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Als Musterbeispiel w[ihlte ich das Wachstum der weif~en Ratte, das Objekt  zahI- 

reicher Untersuchungen war  und  daher als relat iv gut bekann t  vorausgesetzt werden 
daft .  Es steIlt dieses eine wesentliche Voraussetzung f[ir die mathematlsche Verarbei-  
tung  yon  Wachstumsdaten dar. Als spezielles Beispiel w~ihlte ich die Zahlen  yon  
Z~CKEP. & ZtrCKER (1962) ftir das Gewichtswachstum yon SHIZRMAN-Ratten. Die Aus- 
wer tung  der Daten  fiir das gesamte Wachstum fiihrte zu keinem brauchbaren Ergebnis. 
Daher  schied ich die Werte fiir die ~lteren Tiere aus. Bei der s tarken Kr i immung  der 
Wachstumskurve im unteren  Bereich gestattet auch eine geringere Zahl  yon  Werten  eine 
zuverl~issige Best immung yon  ~: als dem entscheidenden Parameter  ffir die Berechnung. 

Tabelte 3 

Gewichtswachstum yon SHERMaN-Ratten (Werte von ZUCKEI~ & ZucKe~ 1962) 

8 8  22 
Alter gemessen berechnet Abwei- gemessen berechnet Abwel- 

(Wochen) (g) &ung (g) chung 

Pueraler Cyclus 

= 5,5 ~ = 5,0 
log N = 13,937 log N = 1t,353 
Lmax = 1851 g Lmax = 1021 g 

0 5,5 5,4 - -  1,8 5,5 5,5 0 
1 13,4 13,3 - -  0,7 13,1 13,1 0 
2 25,3 25,7 q- 1,6 24,9 24,4 - -  2,0 
3 40,4 42,4 q- 5,0 36,8 38,9 q- 5,7 
4 60,7 63,2 + 4,1 55,6 55,9 + 0,5 
5 89,6 87,1 - -  2,8 77,5 74,8 -- '3,5 
6 121 114 - -  5,8 100 94,9 - -  5,1 
7 150 143 - -  4,7 116 115,6 - -  0,4 
8 177 172 - -  2,8 130 136,7 + 5,2 
9 - -  202 . . . .  

10 222 233 + 4,5 - -  - -  - -  

Postpueraler Cyclus 

log N = 6,009 log N = 4,234 
Lm~x = 558g Lm~x = 299g 

10 - -  - -  - -  154 155,9 + 1,9 
12 252 253 q- 0,4 169 168,3 - -  0,4 
15 285 285 0 185 183,4 + 0,9 
20 326 324 - -  0,6 202 202,2 + 0,1 
30 376 378 + 0,5 230 226,0 - -  t,8 
40 - -  - -  - -  240 240,5 + 0,2 
50 - -  - -  - -  248 251,2 + 1,3 

Mit  dem gefundenen Wert  yon  5,5 Wochen fiir die c~' d und  5 Wochen f[ir die 9 9  
lieg sich das Wa&s tum bis zur  Geschle&tsreife - das heit~t zehn Wochen bei den d d 
und  acht Wochen bei den ~ 9  - sehr gut wiedergeben, wie Tabelle 3 zeigt. Die gra- 
fische Dars te l lung der ganzen Gewi&tsda ten  auf  der Basis der errechneten se-Werte 
(Abb. 2) zeigte nun ,  dat~ sich hierbei auch die der Pubert~it folgenden Gewichte auf  
einer Geraden  anordnen,  deren Steigung aber wesentlich geringer ist. Hieraus ergab 
sich die wichtige Erkennmis ,  daI~ wir  fiir das gesamte postnatale  Wachstum der Ratte  
bei der Berechnung einen einheitlichen ~e-Wert einsetzen k~Snnen, nu r  dai~ nach der Ge- 
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schlechtsreife das Wachstum mit stark verminderter Geschwindigkeit abt~iuflc. Im Zu- 
sammenhang mit der Reduktion der Wachstumsgeschwindigkeit - mathematisch aus- 

g 

2oo, c 

lOO,O 

50.0 

20p 

10,0 

5,O 

41/I/ 
°7 , /  

I / . "  

/ 

Sherman-Rat te  o ~ 

kteiner Stamm 

I/7.. + 5,5 

Puerater Postpuera[er 

Cyclus 

; ~ ; ; ;  ; lb li ;5 2b ~owo~h~o 

g 
20(~0 

I00.0 

50,0 

20,0 

lO.0 

s,o 

. /  

~ o  

. /  
/ 

Sherman- Ratte 
kleiner Stamm 

yX + 5,o 

Puerater Postpueraler 

Cyc~us 

0 

Abb. 2.: Darstellung des Gewi&tswachstums yon SH~RMAN-Ratten (kleiner Stamm) gem~i{g der 
neuen Funktion (~ = 5,5- beziehungsweise 5,0 Wo&en). Die Verlangsamung des Wa&stums 

nach 10 beziehungsweise 8 Women tritt deutlich hervor (Werte yon ZvcK~t~ 1962) 

gedri i&t durch die Geschwindigkeitskonstante N - wird  auch der Wert  fiir die 
Maximalgr6t~e reduziert. Mir fortschreitender Ann~iherung an den Maxlmalwert  ver- 
ringern sich auch die Zuwachsraten, so dat~ fie schliet~lich prakt is& unmegbar klein 
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werden: Das Wachstum klingt aus. Die Zahlen yon ZUClIER et al, (1941) lassen er- 
kennen, dag mit einem Alter yon etwa 70 Wochen das Gewi&tswa&stum noch ni&t 
vollkommen zum Stillstand gekommen ist, wenn auch die Einzelwerte stark schwanken. 

Die an diesem Beispiel au£gezeigte Notwendigkeit, das posmatale Wa&stum in 
zwei Cyclen zu unterteiten, wurde auch schon yon v. BERTALANFFY und anderen Autoren 
erkannt. BI~RTALANFFY benutzt hierfiir die Bezei&nung (1960) ,,praepubertaler" und 
,,postpubertaler" Cyclus. Ich ziehe vor, yon einem ,,pueralen" und ,,postpueralen" 
Cyclus zu sprechen, wobei ich die beiden Cyclen - im Hinbli& auf die Verh~ilmisse 
beim Menschen - als ,,puerale Wachstumsperiode" zusammenfasse. Sie steht im Ge- 
gensatz zur ,,embryonalen Wachstumsperiode", ftir die au& bei der Ratte andere Para- 
meter - vor allem ein geringerer ~-Wert - einzusetzen sin& 

Der an diesem Beispiel gefundene ~:-Wert l~il~t si& auch fiir die Wiedergabe 
anderer Wachstumsreihen der Ratte einsetzen. Es handelt sich hierbei ni&t um einen 
mathematisch exakt berechneten, sondern auf 0,5 abgerundeten N~iherungswert. 

ZUR MATHEMATIK DES MENSCHLICHEN WACHSTUMS 

Die bei der Auswertung des Rattenwachstums gewonnene Erkenntnis, dat~ man 
bei den S~iugetieren mit dem Vorkommen yon zwei Wachstumscyclen rechnen mug, die 
si& auf der Basis eines konstanten 3-Wertes hinsichtli& der Ges&windigkeltskonstante 
und im Zusammenhang damit auch des Maximalwertes unterscheiden, mug man auch 
bei der Bearbeitung mens&li&er Wa&stumsdaten berii&si&tigen. Hierauf hatte ich 
bei meinem ersten Versuch, iiber den i& friiher berichtete (KR/3GEI~ 1964), noch ni&t 
a&ten k~innen. Durch die Einbeziehung yon Werten des postpueralen Cyclus hatte sich 
ein etwas zu hoher ~:-Wert erre&net. Auf~erdem enthalten die alten Daten yon 
Qu~T~I~T (1871), die i& der damaligen Auswertung zugrunde legte, ni&t den erst 
sp~iter erkannten Wachstumss&ub w~ihrend der Puberdit. Far die neue Bere&nung 
dienten daher zun~i&st nur die Wachstumsdaten bis zum zehnten Lebensjahr. Hierbei 
stellte sich heraus, dat~ die erhaltenen Parameter die Met~daten his zur Puberdit wie- 
dergeben, w~ihrend dariiber hinaus si& zunehmende Abweichungen ergeben. 

Dutch die Begrenzung auf den pueralen Cyclus ergab sich eine Herabsetzung des 
einzusetzenden ~-Wertes, der dann a b e r -  ebenso wie bei den Ratten - auch ftir den 
postpueralen Cyclus eingesetzt werden kann. So ergibt si& jetzt die M6glichkeit, das 
gesamte mens&li&e L~ingenwa&stum his zu seinem Abs&luf~ mathematis& relativ ein- 
fa& wiederzugeben. Die grunds~itzli&e M6glichkeit, das menschli&e L~/ngenwachstum 
mit der neuen Funktion darzustellen, wird also dur& die Korrektur ni&t beriihrt, 
sondern ihr Anwendungsbereich nur erweitert. 

Auch beina Menschen finden wir also die Unterteilung des postnatalen Wachstums 
in zwei Cyclen. Allerdings rei&t beim Menschen die Gtiltigkeit embryonaler Para- 
meter in das erste LebensSahr hinein, und daher beginnt der puerale Cyclus erst gegen 
Ende des ersten Jahres, und es ist nicht m/iglich, mit den pueralen Parametern das Ge- 
burtsgewi&t zu berechnen. In Tabelle 4 sind die erhaltenen Werte den Daten yon 
M~REDITH & STUART (1962) fiir das Wachstum beider Ges&lechter bis zur Pubert~it und 
die errechneten Zahlen far das postpuerale Wachstum den Daten yon BOWDITCI~ 
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Abb. 3: Darstellung des L~ngenwachstums des Menschen gem~iig der neuen Funktion. Auch 
beim Menschen tritt mit der Errei&ung der Pubert~it eine starke Verminderung der Wa&s- 
tumsrate elm Bei den nut bis zum 18. Lebensjahr reichenden Angaben yon MEREmTH & STUART 
(1962) wird dur& den friihen Eintritt der Reife beim weiblichen Geschlecht der postpuerale 

Cyclus deutlicher 
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Tabelle 4 

L~ngenwachstum des Menschen. Werte yon M~t~EDIVH & STUART (1962) (1 bis I6 Jahre) 
und BODITCH & BAXTER aus BACKMANN (t934) (I6 bis 24 Jahre) 

88  2~- 
Alter gemessen berechnet Abweichung gemessen berechnet Abweichung 

(Jahre) (cm) (°/o) (cm) (o/o) 

Puerater Cyclus 
= I0,5 ~ = 9,5 

logN = 6,946 log N = 6,1342 
Lmax ~ 309,5 cm Lm~x = 290,1 cm 

0 50,6 (67,5) (÷ 33) 50,2 (65,6) (+ 30) 
1 75,2 77,0 + 2,4 74,2 75,6 + 1,9 
2 87,5 86,1 - -  1,6 86,6 84,9 - -  2,0 
3 96,2 94,6 - -  1,7 95,7 93,7 - -  2,1 
4 103,4 102,7 - -  0,7 103,2 101,9 - -  1,3 
5 111,3 110,8 - -  0,4 109,7 109,5 - -  0.2 
6 117,5 117,4 - -  0,1 115,9 116,6 + 0,6 
7 124,1 124,1 -+ 0 122,3 123,2 + 0,7 
8 130,0 130,4 + 0,3 128,0 129,4 + 1,1 
9 135,5 136,3 + 0,6 132,9 135,2 4- 1,7 

10 140,3 141,8 4- 1,1 138,6 140,6 4- 1,4 
11 144,2 147,1 + 2,0 144,7 145,6 4- 0,6 
12 149,6 152,0 4- 1,6 151,5 150,4 - -  1,4 
13 155,0 156,7 4- 1,1 157,1 154,8 - -  1,5 
14 162,7 161,1 - -  1,0 159,6 159,0 - -  0,4 
15 167,8 165,3 - -  1,5 
16 171,6 169,2 - -  1,4 

Postpueraler Cyclus 
log N = 2,233 
Lmax = 201,8 

16 165,1 166,2 + 0,7 
17 167,3 167,4 0 
18 168,9 168,5 - -  0,2 
19 170,3 169,5 - -  0,5 
20 171,4 170,5 - -  0,5 
21 172,t 171,4 - -  0,4 
22 172,5 172,3 - -  0,1 
23 172,5 173,1 + 0,3 
24 172,7 173,9 + 0,7 

& BAXTEr. gegenfibergestelIt. Es ergibt sich offensichtlich eine sehr gute Wiedergabe der 
menschlichen Wachstumskurve. 

Auch das menschliche Embryonalwachstum l~f~t sich durch die neue Funktiorl gut 
wiedergeben, 5edoch betr~gt in diesem Falle der ~-Wert nur etwa drei Wochen (Tab. 5). 
Die aus dem embryonalen Wachstum berechneten Werte stimmen fiber die Geburt hin- 
aus noch bis zum dritten postnatalen Monat mit den Wachstumsdaten des S~iuglings 
tiberein, erreichen aber auch dann noch nicht den Anschlui~ an das puerale Wachstum. 
Es lfii~t sich aber das anschliei~ende Wachstum his zum Ende des ersten Lebensjahres 
auf der Basis des ernbryonalen ~-Wertes allerdings mit verminderter Geschwindigkeits- 
konstante wiedergeben; daher schlage ich ffir die Bezeichnung dieser Zeitspanne die Be- 
zeichnung ,,postembryonaler" Cyclus vor; in Analogie zur Unterteilung der pueralen 
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Tabelle 5 

L~ingenwachstum des Menschen, embryonale Wa&stumsperiode. Fiir das intrauterine Wachsmm 
Werte yon MALL, fiir das postnatale Wachstum Werte yon WOODSURC. (Aus BAC~MAN 1934) 

Aiter g e m e s s e n  berechnet Alter gemessen  berechnet 
(Monate) (cm) ~e = 3 Wochen (Monate) (cm) ~e = 3 Wochen 

Embryonaler Cyclus Postembryonaler Cyclus 

logN = 4,6672 logN = 2,8539 
Lm~x = 135,7 Lm~tx = 99,21 

praenatal 4 63,4 63,5 
i 0,3 0,29 5 65,4 65,4 
2 1,60 2,73 6 67,1 67,0 
3 7,07 7,73 7 68,6 68,5 
4 15,57 14,10 8 69,9 69,9 
5 22,51 20,94 9 71,1 71,1 
6 24,40 27,61 10 72,2 72,3 
7 35,23 33,91 11 73,3 73,3 
8 40,85 39,73 12 74,3 74,3 
9 45,4O 45,07 

10 50,00 49,94 
postnatal Geburt 

1 55,5 54,4 
2 58,5 58,1 
3 61,2 61,5 

Wachstumsperiode. Erst mit Beginn des zweiten Lebensjahres erhalten die posmatalen 
Wachstumsparameter Giiltigkeit. Die mathematische Auswertung auf Grund der neuen 
Funktion best~itigt also auch fiir das Wachstum die schon tange bekannte Tatsache, dai~ 
der Mensch noch in einem embryonaIen Entwicklungszustand geboren wird. 

Man erh~lt, wie wir sahen, mit der neuen Wachstumsfunktion iiber die ganze 
Wachstumsperiode - beginnend mit dem Embryonalwachstum - einen sehr guten 
Anschlug an gegebene Daten. Fiir das postnatale Wachstum betragen die prozentualen 
Abweichungen maximal nur 2,4 %,  die meisten Abweichungen liegen wesentlich nied- 
riger. Die auffallend gute f3bereinstimmung zwis&en gemessenen und berechneten 
Werten diirf~e darauf beruhen, dai~ sich die Mittelwerte flir das menschliche Wachstum 
auf ein sehr grot~es Zahlenmaterial stiitzen und daher eln hohes Ma8 an Zuverl~ssig- 
keit besitzen. 

Eine genauere Betra&tung der Zahlen der Tabelle 4 oder der graphischen Dar- 
stelIung (Abb. 3) zeigt nun aber, dag die Abweichungen yon den berechneten Daten 
nicht zufallsm~it~ig verteilt sind, sondern daf~ wir vielmehr Gruppen zu- und abneh- 
mender Differenzen in ziemlich regelm~ii~iger Folge beobachten. Es lag daher nahe, die 
prozentualen Abweichungen der gefundenen yon den berechneten Werten graphisch als 
Funktion des Alters darzustellen. Um die vorliegende Regelmiii~igkeit deutlicher her- 
vortreten zu tassen, wurden - bei dem gegebenen ~-Wert - die beiden anderen Para- 
meter so ausgerichtet, dai~ fl.ir das Alter 1 und 15 (beziehungsweise 13 im weibtichen 
Geschtecht) die Megwerte resultieren. Die Abweichungen yon den iibrigen Punkten 
werden dadurch nieht wesentlich gr6f~er als bei der mathematisch optimalen Berech- 
nung in Tabelle 4. Bei dieser Darstellung (Abb. 4) treten die regelm~igigen Schwankun- 
gende r  Wachstumsgeschwindigkeit - i m  Vergleich zur Grundfunktion - deutlich 
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hervor, und die eingezeichnete Sinusschwinguug l~ii~t erkennen, dai~ man sie in erster 
N~iherung zum Beispiel durch eine Sinusfunktion darstellen k6nnte, die als Faktor der 
Grundfunktion zugef[igt wird. Die das Wachstum des pueralen Cyclus iiberlagernde 
Schwingung stimmt in Amplitude und Periodenl~inge bei beiden Geschlechtern i~berein 
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Abb. 4: L~ingenwachstum des Menschen. Graphische Darstellung der prozentualen Abweichun- 
gen der berechneten von den gemessenen Werten fiir den pueralen Cyclus. Zum Vergleich ist 

eine Sinusschwingung yon ~ihnlicher Amplitude und Frequenz eingezeichnet 

urid unterscheidet sich nut hinsichtlich der Phasenlage zum Zeitpunkt der Geburt. Der 
Faktor w~ire demnach: (1 + 0,03. sin 22,5 ° (Z + 1)) im m~nnlichen und (i + 0,03. sin 
22,5 ° (~ + 3)) im weiblichen Geschlecht. Der Winkel yon 22,5 o gibt den auf ein Jahr 
entfallenden Anteil der Periodenl~inge wieder und 0,03 die maximale prozentuale 
Amplitude. 
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Tabelle 6 

Berechnung des menschlichen L~ingenwachstums unter Berii&sichtlgung der Schwankungen der 
Wachstumsgeschwindigkeit; log N und Lmax wurden so eingestellt, dab An{angs- und Endwert 

mit den MeBwerten zusammenfallen 

c~c~ 
Berechnung Abwei- Abwei- 

= Berechnung Alter MeBwert ~ 10,5 chung [1 + 0,3 (sin22,5 (Z + 1))] (0/0) chung (Jahre) (cm) log N = 7,3013 (o/0) x 
Lmax = 324,4 

1 75,2 75,2 -+ 0 76,8 + 2,1 
2 87,5 84,5 - -  3,5 86,9 - -  0,7 
3 96,2 93,4 - -  3,0 96,2 + 0,1 
4 103,4 101,8 - -  1,6 104,6 + 1,6 
5 1tl,3 109,7 - -  1,4 112,0 + 0,6 
6 117,5 117,1 - -  0,3 118,4 + 0,8 
7 124,1 124,1 -+ 0 124,1 _+ 0 
8 130,0 130,8 + 0,6 128,9 - -  0,9 
9 135,5 137,0 + 1,1 134,1 - -  1,0 

10 140,3 142,9 + 1,8 138,9 - -  1,0 
11 144,3 148,4 + 2,8 144,0 - -  0,2 
12 149,6 153,7 + 2,7 149,4 - -  0,2 
13 155,0 158,6 + 2,3 155,3 + 0,2 
14 162,7 163,3 + 0,4 160,9 - -  1,1 
15 167,8 t67,8 -+ 0 167,8 _+ 0 

22 
Berechnung Abwei- Abwel- 

Berechnung chung Alter MeBwert ~ = 9,5 chung [1 + 0,3 (sin 22,5 (Z + 3))] (O/o) (Jahre) (cm) log N = 6,4138 (o/0) x 
Lmsx : 302,8 

1 74,2 74,2 _+ 0 76,4 + 2,9 
2 86,6 83,9 - -  3,2 86,3 - -  0,3 
3 95,7 92,9 - -  2,8 94,9 - -  0,8 
4 103,2 101,4 - -  1,8 102,9 - -  0,3 
5 t09,7 109,4 - -  0,3 109,4 - -  0,3 
6 115,9 116,8 + 0,8 t15,1 - -  0,8 
7 122,3 123,7 + 1,1 121,1 - -  1,0 
8 128,0 130,2 + 1,7 126,6 - -  1,1 
9 132,9 136,3 + 2,5 132,2 - -  0,5 

10 138,6 142,0 + 2,4 138,0 - -  0,4 
11 144,7 147,4 + 1,8 144,3 - -  0,3 
12 151,5 152,4 + 0,6 150,1 - -  0,9 
13 157,1 157,1 _+ 0 157,1 _+ 0 

Dutch einen solchen Zusatz wird  naturgem~ii~ die Zahl  der bei der Wachstums- 
berechnung einzusetzenden Parameter  verdoppek,  und  m a n  k a n n  fragen, ob es nicht 
s innvol ler  ist, in  diesem speziellen Fall  nach einer grunds~itzlich anderen,  einfacheren 
L~Ssung zu suchen. Abgesehen davon,  dai~ im Augenblick eine solc~e L6sung nicht vor-  
liegt, erscheint es mir  sinnvo]ler,  auctl menschliche Wachstumsdaten zun~ichst in erster 
N~iherung auf  der Basis einer al lgemein anwendbaren  Funk t ion  darzustelten, wie sie in 
der neuen Formel gegeben ist, und  eine wekergehende N~iherung durch geeignete Zu-  
s~itze zu erreichen. In  welchem Umfang  das m~Sglich ist, zeigen die in Tabelle 6 auf 
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Grund der groben N~iherung berechneten Zahlen; nur die Altersstufe 1 zeigt noch bei 
beiden Geschle&tern eine erhebliche Differenz. 

Die schon in der logarithmischen Wiedergabe erkennbare Unstetigkeit wiihrend 
des puberaIen Wachstumsschubes diirfLe es grundsiitzlich unmSglich machen, das 
menschliche Wa&stum durch irgendeine ganz einfache mathematische Formulierung 
darzustellen. Im iibrigen sind die auftretenden systematischen Abweichungen auch 
keine Besonderheit des menschlichen Wachstums, sondern lassen sich in ~ihnlicher Weise 
auch beim Rattenwachstum und wahrscheinlich auch in andern F~illen nachweisen. Man 
kann also die neue Wachstumsfunktion nur als eine gute erste N~iherung ansehen, die 
den prinzipiellen Verlauf tierischer Wa&stumskurven wiedergibt. 

In bezug auf das L~ingenwachstum des Menschen ist die iibergelagerte Schwan- 
kung der Wachstumsrate dadureh yon besonderem Interesse, daf~ sie uns eine MSglich- 
keit einer Deutung der hohen Wachstumsgeschwindigkeit vor dern Erreichen der Ge- 
schlechtsreife gibt. Wir finden zun~ichst eine sehr hohe Wachstumsrate zu Beginn des 
pueralen Cyclus bis zum ersten beziehungsweise dritten Lebensjahr. In der folgenden 
Zeit - bis zum neunten beziehungsweise elPten Lebensjahr ist die Wachstumsgeschwin- 
digkeit reduziert, und es folgt der Anstieg, der zum - rechnerischen - Normalwert 
fiihrt. Durch die lange vorangegangene Periode reduzierten Wachstums wird die nun 
einsetzende Wachstumsbeschleunigung besonders augenf~illig. Nach der vorgetragenen 
Deutung stellt der puberale Wachstumsschub also kein isoliertes Ph~inomen dar, wie es 
zum BeispM DEMING (1957) annimmt, sondern ist nur ein Ausdruck fiir die w~ihrend 
des ganzen pueralen Cyclus andauernde Schwankung der Wachstumsrate. Die gegebene 
Deutung scheint mir auch die MSglichkeit zu einer genaueren Analyse des Ph~inomens 
zu bieten. 

Die gegebene Auswertung des menschlichen Wa&stums bezieht si& - wie er- 
w~ihnt - nut auf das L~ingenwa&stum, das ganz allgemein einer mathematis&en Be- 
s&reibung besser zug~ingig ist. Die Darstellung des menschli&en Gewichtswachstums 
fiihrt - im Gegensatz zu den Verh~ilmissen bei der Ratte, woes mSglich war, das Ge- 
wichtswa&stum darzustellen - zu unbefriedigenden Ergebnissen. Die Ursa&e hierfiir 
liegt darin, dag das postnatale Wa&stum des Menschen hinsichtli& der L~ingen- 
Gewi&tsbeziehung ni&t der allometris&en Funktion folgt, was bei der Ratte der Fali 
ist. Stettt man n~imlich entspre&end der allometris&en Formulierung die Logarithmen 
yon L~inge und Gewicht in einem Koordinatensytem einander gegeniiber, so ergibt sich 
fiir die postnatale Wachstumsperiode eine deutli&e Kurve (Abb. 5). In auff~illigem Ge- 
gensatz hierzu steht die geradlinige Anordnung der Punkte fiir die embryonale Wachs- 
tumsperiode, die au& bei dieser Art der Darstellung bis zum Ende des ersten post- 
natalen Lebensjahres reicht. Die allometris&e Beziehung zwis&en Liinge und Gewicht 
gilt also far das embryonale Wachstum ungeachtet der starken Anderungen der Kgr- 
perproportionen w~ihrend dieser Zeit und den im Verh~ltnis zum posmatalen Wachs- 
rum starken Ver~inderungen in L~inge und Gewi&t. Es scheint mir hieraus hervor- 
zugehen, daft die alIometrische L~ingen-Gewichts-Beziehung keine rein geometrische 
Beziehung darstellt, sondern eine Wachstumsfunktion ist. 

Die L~ingen-Gewi&ts-Beziehung fiJr das posmatale Wa&stum des Mens&en wird 
also ni&t dur& die allometris&e Funktion hinrei&end bes&rieben. Dagegen zeigte 
ROBERTS (1960), dag man diese Beziehung far den pueralen Cyclus, der ja den Haupt- 
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teil des postnatalen Wa&stums darstellt, bei semilogarithmischer Darstellung in guter 
N~iherung dutch eine Gerade darstellen kann. Hieraus w~ire also die Funktion ab- 
zuleiten: 

i o g w =  a + p . 1  (5) 

Der Logarithmus des Gewichtes nimmt beim Mens&en also proportional dem linearen 
Wert der L~inge zu. Hier s&eint si& eine Sonderstellung des mens&lichen Wachstums 
aufzuzeigen. Da die IAnge in sehr guter N~iherung mit der neuen Funktion fiir den 
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Abb. 5: Atlometrische Darstellung der L~ngen-Gewichts-Beziehung des Menschen vom 4. Em- 
bryonalmonat his zum 18. Lebensjahr. Audl die nicht angenommenen Daten fiir den 2. und 
3. Embryonalmonat liegen in guter N~iherung auf der Geraden. (Werte aus: WYLIE, BLAINE & 

AMIDON 1951 und MEREDITH & STUAt{T 1962) 

pueralen Cyclus bereclanet werden kann (Tab. 7), w~ire mit Formel (5) auch das Ge- 
wichtswachstum zug~/ngig. In ihr stellt p einen zahlenm~/f~igen Ausdru& far die K/Sr- 
perproportionen dar. a w~ire das Gewi&t bei der L~inge Null, was mathematis& un- 
sinnig ist. a ist also nur eine rein rechnerische GrSf~e. Die LiSsung ist mathematisch nicht 
befriedigend und auch zeitli& bes&r~inkt. Die mathematis&e Darstellung des mensch- 
li&en Gewi&tswachstums bleibt also ein no& zu 1/Ssendes Problem. 



Mathematische Struktur der lebenden Substanz 321 

Tabelle 7 

Wiedergabe des Gewichts-Wachstums des Menschen als Funktion der L~inge fiir den pueralen 
Wa&stums-Cyclus nach Glei&ung (5) (Werte yon M~I~v.mTH & STUART 1962) 

88  92 
Gewicht Gewicht 

Alter Liinge Gewicht berechnet L~inge G e w i c h t  berechnet 
(Jahre) (cm) (kg) a = 0,41972 (cm) (kg) a = 0,39851 

p = 0,77914 p = 0,78762 

1 75,2 10,1 10,13 74,2 9,8 9,78 
2 87,5 12,6 12,63 86,6 12,3 12,28 
3 96,2 14,6 14,77 95,7 14,4 14,52 
4 103,4 16,5 16,80 103,2 16,4 16,66 
5 111,3 19,4 19,36 109,7 18,8 18,77 
6 t17,5 21,9 21,64 115,9 21,1 2t,04 
7 124,1 24,5 24,36 122,3 23,7 23,66 
8 130,0 27,3 27,08 128,0 26,4 26,27 
9 135,5 29,9 29,88 132,9 28,9 28,74 

10 140,3 32,6 32,57 138,6 31,9 31,92 
11 144,2 35,2 34,90 144,7 35,7 35,70 
12 149,6 38,3 38,49 151,5 39,7 40,45 
13 155,0 42,2 42,40 157,1 45,0 44,83 
i4 162,7 48,8 48,68 - -  - -  - -  
15 167,8 54,5 53,35 - -  - -  - -  

Mit der quantitativen Erfassung yon Wachstumsph~inomenen sind wir aber schon 
in das Feld der mathematis&en Beschreibung yon Gestalten eingetreten. Grunds~itztich 
war das schon der Fall mit der Aufstellung der allometris&en Funktion, deren vieI- 
f~iltige erfolgrei&e Anwendung uns zeigt, daf~ Grggenbeziehungen im Organismus 
relativ einfa&en mathematis&en Beziehungen folgen und dat~ auch organis&e Gestal- 
ten einer mathematis&en Behandlung zug~ingig sind. 

ZUSAMMENFASSUNG 

1. Zur Darstellung der Ternperaturabh~ingigkeit biologischer Prozesse hatte ich eine 
neue Funktion vorgeschlagen, die formal der ARRHrNIus~Funktion entspricht, jedoch 
eine h~Shere Bezugstemperatur als den absoluten Nullpunkt enth~ilt. Es kann gezeigt 
werden, dab bei der Anwesenheit yon Verzweigungen in den Reaktionsketten die 
At~RHl~NIus-Funktion ihre Giiltigkeit verliert. Auf diese Tatsache kSnnte man die 
abweichende Bezugstemperatur der biologischen Temperaturfunktion zuriickfiihren. 

2. Die Temperaturabh~ingigkeit der Atmung von Salvelinus kann auch dutch die yon 
mir vorgeschlagene Wachstumsfunktion dargestellt werden. Hierbei ergibt sich eine 
wesentliche Vereinfachung der Darstellung. 

3. Die Beziehung der neuen Wachstumsfunktion zur POTTEr,-B~r.TALANrrY-Funktion 
wird diskutiert. 

4. Am BeispM des Wachstums der Albinoratte wird gezeigt, daf~ mit dem Errei&en 
der Geschlechtsreife eine Herabsetzung der Wa&stumsges&windigkeit eintritt, aus- 
gedrii&t dur& eine Herabsetzung des Werts fiir tog N. Hierdur& wird nach 
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einiger Zeit das Wachstum rechnerisch praktisch unmel~bar gering. Es ergibt sich 
also die Notwendigkeit, das postnatale Wachstum der Ratte in einen vor der Ge- 
schlechtsreife liegenden ,,pueralen Cyclus" und einen sich anschlief~enden ,,post- 
pueralen Cyclus" zu unterteilen. Der in die Berechriung einzusetzende 8-Weft ist f~ir 
beide Cyclen identisch. 

5. Auch beim L~ngenwachstum des Menschen l~l~t sich diese Unterteitung des post- 
natalen Wachstums in einen pueralen und postpueralen Cyclus erkennen. Beiderl 
liegt der gleiche ~-Wert zugrunde. Die berechneten Werte zeigen aber eine systema- 
tische Abweichung yon den Mef~daten, die sich n~iherungsweise durch eirle Sinus- 
funktion wiedergeben tassen. Die hiermit zum Ausdruck kommenden Schwankun- 
gender  Wachstumsgeschwindigkeit erlauben eine Deutung des allbekannten puber- 
alen Wachstumsschubes. 

6. Im Gegensatz zum embryonalen Wachsturn, das beim Menschen etwa bis zum Ende 
des ersten Lebensjahres reicht, folgt beim postnatalen Wachstum des Menschen die 
Liingen-Gewichts-Beziehung nicht der allometrischen Funktion. In guter N~iherung 
karm man - f~ir den pueralen Cyclus - den Logarithmus des Gewichtes als Funk- 
tion des linearen L~ngenwertes darstellen. 
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Diskussion im Anschlufl an den Vortrag KROGER 

WIEs~t~: Wenn wir uns an die aul~erordentlich komplexen Modelle erinnern, mit denen hier 
w~ihrend der Vortr~ige dieses Symposions Lebenserscheinungen abgebildet wurden, erhebt sich 
die Frage, welche Beziehung zwischen diesen und den 2-3-Parameter-Funktionen besteht, durch 
die Herr KROGEI~ etwas so Komplexes wie das Wachstum yon Organismen bes&reiben will. 
Vermutli& ergibt sich als Antwort, daft einem biologischen System ni&t d i e  Wa&stumsfunk- 
tion zugeordnet werden kann, sondern dat~ es viele L6sungen gibt. Jede Anderung der Um- 
weltsituation mag zu Reaktionen des Systems fi.ihren, die es in eine andere Funktion trans- 
portieren. Unstetigkeiten sind Wesensmerkmale biologischer Systeme und diirfen nicht einer 
pseudo-exakten Bes&reibung geopfert werden. 

KROGER: I& erhebe ni&t den Anspruch, endgiiltige L6sungen gegeben zu haben, aber es ist 
ni&t eine Frage des Ermessens, ob sie geeignet sind oder nicht. Gekl~irt werden kann das Pro- 
blem nur durch eine einwandfreie Auswertung exakter und ausrei&ender Met~daten. Im bio- 
logischen Temperaturbereich beschreiben die bislang vorges&lagenen Funktionen einen sehr 
~ihnlichen Kurvenverlauf, der also zumindest sehr verbreitet auftritt wie beispielsweise die 
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KROGH-Kurve. Es besteht hier keine Veranlassung, mit verschiedenen Funktionen zu arbeiten; 
es bIeibt nur zu prtifen, welche Funktion am besten den verschiedenen Anspriidaen, die an eine 
biologische Funktion zu stellen sind, geredat wird. Von der yon Ihnen zitierten logistischen 
Funktion ist schon seit langem bekannt, daft sie als Wachstumsfunktion nidat in Betra&t 
kommt, da sie einen symmetrisda gelegenen Wendepunkt aufweist, was ftir Wachstumskurven 
si&er nidat zutrifft; sie kann ht~chstens zur Beschreibung kurzer Wadastumsspannen dienen. Bei 
der Unbestimmtheit biologisdaer Mel~werte spielt die Spanne, die eine Funktion umfaf~t, eine 
ausschlaggebende Rolle fiir die Beurteilung der Anpassung an den Kurvenverlauf. Sie ist 
wesentlidaer als die Wiedergabe spezieller Megreihen. An eine Wachstumsfunktion sind mehr 
Forderungen zu stelIen, als die Wiedergabe yon Wachstumsdaten; dadurch verringert sich die 
Zahl der mathematis&en M/Sglidakeiten. In bezug auf den Anschlug an die allometrisdae 
Funktion, und die Lage des Wendepunktes - bei hinreidaender Wiedergabe yon Wachstums- 
daten - ist meine Formel allen bisherigen Vorschl~igen eindeutig iiberlegen. 

KN6TIG: Herr WIES~R hat Re&t: die Lebenssimatlonen variieren. Es ist aber miSgli&, durch 
Einftihrung neuer Parameter eine Anpassung an die ver~inderten Situationen zu erreichen. 

SCHARV: Ohne Zweifel ist Herrn KROGEt~ zuzustimmen, wenn er die Meinung vertritt, es sei 
wiinsdaenswert, funktionelle Zusammenh~.nge m/Sglichst einfada darzustellen und die Gleichun- 
gen fiir die rechentedanische Behandlung bequem zu formulieren. Doch sollte nidat tibersehen 
werden, dat~ ein Qualit~itsmerkmat f~ir den speziellen Fail der Wachstumsfunktionen ihre 
Extrapolierbarkeit in beiden Ridatungen ist. Das adulte Tier ist sozusagen im VerhHtnis zur 
Eizelle ,,unendlida" viel volumin6ser. Man mui~ also fordern, dai~ die Funktion fiir y(0) ~ 0 
wird. Mit steigendem Argument muff die Funktion dem Mittelwert entsprechend der End- 
gr/Sfle zustreben. Man muff nicht so welt gehen, wie der junge Mathemafiker RAscH in seiner 
Habilitationsschrif~ (Rostock 1964), der die Ermlttlung der Zeitkonstante 7 fiir die Funktion 
y = A0 + Ale),t durda iterative L/Ssung der ni&t linearen Gleidaung fordert, die man durch 
partielle Differentiation nada ~, erh~It. Aber immerhin habe ida gefunden, daft man mindest 
durda Regressionsredanung in 2 Stufen Glei&ungen yore Typus y = A0 + AleTt + A2e~t 
bestimmen muf~ (ScuaI~F, Morph. Jb. 108, 283, 1966). Sollen auda Unstetigkeiten oder Oscilla- 
tionen einbezogen werden, muff man imagin~re Glieder mitfiihren (ScHARF, Verb. Anat. Ges., 
]ena 61, im Dru&). Soldae rechentechnisda aufwendigen, abet immer noda elnfadaen Funk- 
tionen erfiillen die empirischen Werte sehr gut und slnd extrapolierbar. Ganz ohne Differential- 
gleidaungen ist das Wadastumsprobtem nldat mathematisierbar. 

KROGEX: Mein Vorgehen ist anderer Art; die yon Ihnen geforderte Extrapolierbarkeit ist 
nidat gegeben. Mir kommt es aber weniger auf eine exakte Wiedergabe spezieller FHIe an, als 
darauf, eine Formulierung zu finden, die gestattet, auf einer allgemeinen Basis miSglidast lang- 
fristig Wadastumsvorgiinge darzustellen. Den Beweis, dab so etwas m~Sglida sein muff, liefert 
die allometrisdae Funktion, deren allgemeine Anwendbarkeit in der Zwis&enzeit durda zahl- 
lose Beispiele belegt ist. Sie bildete fiir mida den Ausgangspunkt. Anch die allometrisdae Funk- 
tion ist nicht nach beiden Seiten extrapolierbar und weist Unstetigkeiten auf; sie hat sich aber 
trotzdem als widatiges Hilfsmittd erwiesen. Mein Vorsdalag beinhaltet praktisch die allo- 
metrisdae Funktion, in die als dritter Parameter die Zeit eingefiihrt worden ist. Gerade die enge 
Beziehung zur allometrisdaen Funktion dlirflce sida in ZukunfL als sehr wichtig erweisen. Die 
aliometrisdae Funktion ist abet nur mit einfadaen Formulierungen in Beziehung zu setzen. Der 
einfache Aufbau einer mathematischen Formulierung stellt nattirlich keine unabdingbaren 
Forderungen dar, erleichtert aber ihre Anwendung. 

KIEFEI~: (1) Sie haben Ihre Temperaturfunktion, die drei Parameter enth~ilt, mit 4 Meflpunkten 
gepriifL Eine I~bereinstimmung erscheint dann recht wahrs&einli&. (2) In Ihrer Funktion 
sdaeint kein Platz zu sein fiir die off: gefundenen Maxima in der Temperaturkurve. (3) Aus- 
gehend yon physikalisch-daemischen Uberlegungen (Am~HENI~3S) ersdaeint die Ableitung fi~r 
ein lebendiges System ungeeignet, da nach dem Negentropie-Prinzip der Zusammenhang yon 
Information und Energie beobachtet werden muir. (4) Mathematisdae Einfadaheit erscheint 
nicht als das rechte Kriterium fiir eine geeignete mathematische Beschreibung biologisdaer Vor- 
g~nge. 
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SCHAI~F: Herrn KIEVEt~ stimme ich darin zu, daft bei 4 gegebenen Punkten kein Problem der 
Ausgleichsrechnung mehr vorliegt. 

KROcrl~: (1) Die vorgeschlagene Temperaturfunktion wurde an einem andern Beispiel ab- 
geleitet und nur auf die Met~werte yon JoB fiir SalveIinus angewandt. Es wurden nicht nur 
4 Megpunkte dargestelIt, sondern jeweils 4 Punkte auf 6 Kurven, die einen sehr unterschied- 
lichen Verlauf haben und nun durch eine einheitliche Funktion ilberraschend gut dargestellt 
werden kiSnnen. 3 Parameter sind das Minimum fiir eine Kurvenbeschreibung! Jo~ selbst 
hatte keinerlei mathematische Interpretation seiner Met~ergebnisse unternommen. Grund- 
s~tzlich w~ire dies mit den Formulierungen -con JORGENSEN oder BELEHRADEK gut m/Sgtich 
gewesen. Wie ich im vergangenen Jahr zeigte, weist mein Vorschlag mathematisch eine ge- 
wisse (3berlegenheit auf. Bei den kurzen Kur.censtficken, die bei der biologischen Tempe- 
raturfunktion zur Verfiigung stehen, ist die eindeutige Entscheidung, welche am besten 
geeignet ist, schwierig. In diesem Fall milssen Kriterien auf anderen Ebenen mit heran- 
gezogen werden. Bel Salvelinus war es die offensichttiche Beziehung der Temperaturparameter 
zu den Wachstumsparametern, welche die anderen Punktionen nicht so deutlich erkennen 
liet~en. Gegeniiber den in der Biologie off: falsch und kritiklos angewandten Q10- und ~-Werten 
erscheint mein Vorschlag als bessere L/Ssung. (2) Die Darstellung eines temperaturabh~ingigen 
Maximums gestattet meine Funktion nicht. In der Formulierung -con JANISCH ergibt sich ein 
Maximum dutch die l~berlagerung zweier gegensinniger Exponentialfunktionen. Auf diese 
Weise l~ii~t sich mit jeder Funktion ein Maximum darstellen. Wegen der zumeist starken 
Streuung der Werte jenseits des Maximums mSchte ich auf die DarsteIlung dieses KurventeiIs 
.cerzichten. (3) Die Ableitung der neuen Funktion erfolgte empirisch dutch die graphische 
Analyse gegebener Versuchsdaten. Die formale -CTberelnstimmung mit der ARRHEnlUS-Funk- 
tion ergab sich erst nachtr~iglich. Deshalb fehlt auch die Gaskonstante, deren Anwesenheit 
auf speziellen physikalisch-chemischen Zusammenh~ngen beruht. (4) Mathematische Einfach- 
heit ist selbstverst~indlich kein entscheidendes Kriterium, abet ein Vorzug, wenn andere un- 
abdingbare Forderungen erffillt sind, wie die richtige Lage des Wendepunktes und die deft- 
nierte Beziehung zur allometrischen Funktion. Die etwas schwierige Handhabung der BERTA- 
LANEEY-Funktion, welche ohne Zweifei sehr gut ist, hat ihrer breiteren Anwendung sicherlich im 
Wege gestanden. 

HEINMETS: Growth, especially in higher organisms, is essentially controlled by the endocrine 
system, and temperature represents only a partial parameter. Its role is highly limited in 
organisms which have temperature control mechanisms and consequently operate at constant 
temperatures. 

KR/AGEI~: Selhstversfiindlich steht das tierische Wachstum unter hormonalen Einfliissen, aber 
auch deren Akti.cit~t ist eine Funktion der Zeit. Die Darsteilung des Wachstums als eine Funk- 
tion der Zeit und nicht - wie bisher iiblich - d e r  Masse erscheint mir besonders wesentlich. 
Fiir die Darstellung der Temperatilrabh~/ngigkeit des Stoffwechsels homoithermer Organismen 
kommt meine Funktion naturgem~it~ nicht in Frage, sotange die Regelmechanlsmen in Funktion 
sind. 

HESS: Ihre Definition eines station~iren Zustandes, insbesondere im Hinblick auf den sogenann- 
ten Anabolismus und Katabolismus ist meines Era&tens nur schwer zu durchschauen. Da in 
einem Vietkomponenten-System in e i n e  m Kompartiment Anabolismus, in einem anderen 
Kompartiment Katabolismus vorherrschen kann, kann eine solche Definition keine spezifische 
Bedeutung haben. 

KROGER: Wir miissen nafiirlich mit einer gewissen Unsch~irfe bei allen biologischen Mel~daten 
rechnen. Im Fall yon Salvelinus handelt es sich um Punkte auf den Regressionsgeraden, die aus 
einer weiten Temperaturspanne berechnet wurden. Sie diirff:en daher rechr zuverl~issig sein. In 
allen F~illen handelt es sich bei den zugrunde gelegten Zahlen um statistische Mittelwerte, die 
man wohl als Soll-Wert betrachten kann. In gegebenen Grenzen sind sie reproduzierbar. Die 
Formulierungen stellen eine Bilanz-Berechnung der Summe der zahllosen Prim~irprozesse dar, 
die wir im einzelnen nicht tibersehen k/Snnen. Mit der Gegebenheit der Fliet~gleichgewichte 
mtissen wir im Organismus ebenso rechnen, wie mit einander parallel .cerlaufenden Auf- und 
Abbauprozessen, deren quantitative Beschreibung eine Aufgabe der Zukunff: ist. 


