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ABSTRACT: BERTALAI~VFY-function and Fonn-WALrOnD-formula. HOHENDORF (1966) has 
attempted to apply the relation between the parameters of the FORD-WALFORn-plot and 
the BrRratANF~:c-function, formulated by TAYLOt~, to the somewhat difficult calculation of 
the parameters of the latter function. Working with values, calculated in this manner, 
demonstrated that they are not mathematically optimal. A careful analysis of the Folm- 
WateORD-formula revealed, that it contains a third parameter which allows, in a simple 
manner, the derivation of the BrRTALANFFY-function. The relation between the parameters of 
the two functions is complicated by the fact that the regression line of the FORD-WALFORD- 
formula is adjusted to the minimum of the linear differences between observed and calculated 
values, while the optimal description of growth requires the minimum of the percentual 
deviations. 

EINLEITUNG 

In der Fischerei-Biologie hat man sich sehr intensiv mit der M/Sglichkeit einer 
mathematischen Beschreibung yon Wachstumsvorg~ingen befaf~t. Das unbegrenzte und 
nach der larvalen Entwicklung anscheinend dur& keine Unstetigkeit komplizierte 
Wachstum der Fische l~f~t es als besonders gut geeignetes Beispiel fiir das Studium von 
Wachstumsvorgiingen erscheinen. Auf die Vielzahl der vorgeschlagenen Funktionen 
m/Schte ich hier nicht eingehen und mich vielmehr auf das Problem der Beziehung zwi- 
schen der FoRD-WALmlm-Darsteltung und der B~RTALAN~FY-Funktion beschr~inken. 
Beide Funktionen haben sich als sehr gut brauchbar erwiesen und sind au& in weiterem 
Um£ang angewandt worden. Die weitgehende Uberelnstimrnung der zahlenm~/tgigen 
Ergebnisse hat BEVER~rON & HOLT (1957) sowie TAYLOR (1958) veranlai~t, die mathe- 
matische Beziehung zwischen beiden Funktionen zu kl~iren. 

Die yon FORD (1933) und sp~iter von WALFORD (1949) aufgedeckte Konstanz der 
Wachstumsraten in aufeinanderfolgenden Jahren beruht aui: einer einfachen Darstel- 
lung der L~ingenwerte, auf deren Wiedergabe dieses Verfahren beschrbinkt ist. Man 
ordnet hierbei auf normalem Millimeterpapier den auf der Abszisse abgetragenen ein- 
zelnen Uingenwerten jeweils den n/ichst h6heren L/ingenwert als Ordinate zu. Es ergibt 
sich, daig die auf diese Weise bestimmten Koordinatenpunkte zumeist in sehr guter 
N~,iherung auf einer Geraden liegen. Mathematisch liegt dieser Beziehung nach FORD 
(1933) die Funktion zugrunde: 

1,~ + ~ = a + b .  In (1) 
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wenn I die L~inge darstellt und n das Alter in Jahren. In der Bezeichnung der Para- 
meter a und b folge ich der Formulierung yon HOHENDORr (1966). 

Die Anwendung dieser Wachstumsdarstellung ist nicht auf das Fischwachstum be- 
schr~inkt, sondern kann zum Beispiel auch auf das S~iugetierwachstum angewandt wer- 
den, wie schon WALFORD (1949) gezeigt hat. 

Will man Gewichtsdaten auswerten, so muB man aus ihnen die dritte Wurzel 

ziehen und diese Gewichtsl~ingen w in die Darstellung oder Berechnung ein- 

setzen. Diese Gewi&tsliingen geben nicht die wirktiche L~inge wilder, kiSnnen aber 
dutch Linen geeigneten Faktor in L~ingenwerte umgewandelt werden. Das Verfahren 
fordert allerdings, dab ein isometrisches Wachstum vorliegt, was im allgemeinen auch 
in guter N{iherung zutrifict. Die FoRD-WAemRn-Darstellung setzt Mefireihen mit kon- 
stanten Altersabsfiinden voraus. GULLAND & HOLT (1960) haben das Vorgehen bei 
ungleichmiiBigen Zeitabsdinden beschrieben. 

Auch die Be~TALANrFx-Funktion: 

yv = L~-  (1 - -  e--K(~-*0)) (2) 

gestattet nur die Darstellung yon L~ingenwerten. Gewichtswerte mfissen - wie bei der 
Fo~D-WALrORD-Darstellung -- in Form yon Gewichtsl~ingen eingesetzt werden. Bei 
dieser Funktion bereitet die Parameterberechnung gewisse Schwierigkeiten. Aus diesem 
Grunde versuchten BEVERTON & HOLT (1957) den entscheidenden Parameter dieser 
Funktion - L ~  - auf dem Umweg tiber die WhLVORD-Darstellung ZU ermitteln. Das 
yon ihnen vorgeschlagene graphische Verfahren liefert seiner Natur nach nur N~ihe- 
rungswerte. Giinstiger ist der schon yon TAY~oR (1958) vorgeschlagene Weg L~ auf 
Grund der Beziehung 

Loo= 1--/, (3) 

arts der FORD-WALm~.D-FormeI zu errechnen. Man erh~ilt auf diese Weise den Maximal- 
weft dieser Funktion. Fiir den Parameter K der B~tTaLaNrrY-Funktion steIlte TtccLOl~ 
die Beziehung auf: 

b = e -K  (4) 

In neuester Zeit hat nun HOHeNDOI~r die yon TAYLOR (er zitlert diesen Autor 
nicht) postulierte Beziehung zwischen den Parametern der beiden Funktionen eingehen- 
der zu belegen versucht und auf Grund clieser Werte einige Beispiele durchgerechnet. 
An einem Beispiel hat er sein Vorgehen n~iher erl~iutert und daclurch au& den mathe- 
malls& weniger versierten Biologen zug~ingig gemacht. 

Er geht hierbei yon der Berechnung der Regressionsgeraden der FORD--~\~LrOr.D- 
Beziehung aus, deren Parameter nach seinem Vorschlag ohne Anwendung yon Funk- 
tionstabellen verh~iltnismR!~ig einfach exakt berechnet werden k~nnen. Die Foe.D- 
WALmi~D-Parameter rechnet er dann nach den Gleichungen (3) und (4) zu den BrR- 
TALANFFY-Parametern urn. 
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R E C H N E R I S C H E  A U S W E R T U N G  

Zur  ersten Testung des yon HOHENDORF vorgesd~lagenen Verfahrens benutzte  ich 
ein yon v. BERTALANF~X (I934) durchgerechnetes Beispiel, n~imlich die Zahlenreihe yon  

DERJAWN (1922) ftir das Liingenwachstum des m~innlidmn StSrs (Acipenser stellatus). 
Hierbe i  ergab sich, daf~ die yon v. BERTALANH~Y eingesetzten Paramete r  eine wesent-  

lich bessere Wiedergabe l iefern als die nach HOH~NDORF errechneten Parameter  (Tab. 1). 

Offensichtlich erf i i lh  also die yon HOHENDORF vorgeschlagene Parameter -Bes t immung 
nidl t  die Forderung nach einer mathematlsch opt imaten LSsung. 

Tabelle 1 

Vergleich der nach dem Verfahren yon HOHEm)O~F (1966) berechneten Wachstumswerte von 
Acipenser stellatus (~)  mit den Ergebnissen yon v. B~RVALANFFY (1934) 

Alter MeBwerte Werte yon °/0 Werte nach % 
(Jahre) (cm) v. B~VAL.ANF~X Abweichung HOHENDORF Abweichung 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 

21,1 
32,0 
42,3 
51,4 
60,1 
68,0 
75,3 

Lo = 21,10 
L = 201,1 
K = 0,06 

21,1 _+ 0,00 
30,6 - -  4,38 
41,5 - -  1,89 
50,8 - -  1,17 
59,5 - -  1,00 
67,8 - -  0,29 
75,5 0,27 

Lo = 20,3 
L = 209,6 
K = 0,056 

20,3 - -  3,79 
30,6 - -  4,38 
40,4 - -  4,49 
49,6 - -  3,50 
58,3 - -  2,99 
66,7 - -  1,91 
74,5 - -  1,06 

82,3 
89,0 
95,3 

101,6 
107,6 
112,7 
117,7 
122,2 

82,8 + 0,61 
89,7 + O,79 
96,2 + 1,10 

102,3 4- 0,69 
108,1 0,46 
113,5 4- 0,71 
118,6 4- 0,62 
123,4 4- 1,00 

81,9 - -  0,49 
88,8 - -  0,22 
95,4 + 0,11 

101,6 _+ 0,00 
107,5 - -  0,09 
113,2 4- 0,44 
118,4 4- 0,59 
123,4 4- 1,00 

126,5 127,9 1,11 
130,9 132,2 + 0,99 
135,3 136,2 t 0,67 
140,2 140,0 - -  0,14 
145,0 143,5 - -  1,03 
148,6 146,9 - -  1,14 
152,0 150,0 - -  1,32 

SD -~:= +- 1,39 °Io 

128,1 + 1,26 
132,5 + 1,22 
136,7 + 1,03 
140,7 4- 0,36 
144,5 - -  0,34 
148,1 - -  0,34 
151,4 - -  0,39 

SD = +--- 2,13 0/0 

Man kann das auch sehr gut  an dem yon HO~ENDOt~F berechneten Beispiel des 

Ostsee-Steinbutts (Scophtalmus maximus) demonstrieren.  Die  yon  ibm benutz ten  Da-  

ten ftir das L~ingenwachstum dieses Fisches lassen sich sehr gut  nach dem FORD-WAL- 

FoRD-Verfahren darstellen. Einen wesentlich besseren Anschluf~ an die gegebenen Da ten  
erh~ilt man aber, wenn  man  fi~r den Ausgangswer t  (11) 10,5 cm w~ihlt an Stelle des 

Mef~wertes yon 10,6 cm. In  diesem Falle berechnet sich die Standardabweichung 
sD = 1,52 °/0. Aus den Werten  yon  HOHENDOltF ergibt  sich dagegen 2,44 o/0. (Mein 
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Weft fiir sD liegt aus dem Grunde etwas hSher als der yon HO~ENDORF erredanete, da 
ida abweidaend von seinem Vorgehen bei der Beredanung 3 Freiheitsgrade abziehe.) 

Bei der engen Beziehung zwischen BERTALANFFY-Funktion und WA~FORD-Formel 
war aber anzunehmen, daf~ auda durch sie eine bessere Wiedergabe der Met~daten m~ig- 
lich sei, als sie HOH~NDORF erreichte. Aus diesem Grunde habe ida zur Kontrolle die von 
v. BERTALANVFV (1934) besdariebene graphisdae Methode zur Bestimmung yon Lo~ 
angewandt, wobei ich die nach der WALrORD-Berechnung ausgeglichenen Werte zu- 
grunde legte. Hierbei harte ida den Eindruck, als ob ein etwas hSherer Wert als 
33,3 cm giinstiger sei und w~ihlte als Grundlage flit die weiteren Berechnungen 33,5 cm. 
Man kann den hierzu gehSrigen Wert fiir a nach Gleidaung (3) berechnen und in die 
WALFORD-Formel einsetzen. Mit den auf diese Weise gefundenen Werten kann man 
dann die Giite der Wiedergabe priifen. Ida variierte L~ in Stufen yon 0,1 cm, und 
auch hierbei erwies sich redanerisda 33,50 £iir Lo~ als optimal, das heiflt, es ergab sich 
eine minimale quadratisdae Abweichung. Diese Berechnungen erfolgten auf der Basis 
des b-Wertes 0,7682, wie er sida aus der Beredanung yon HOeI~NDOI~F ergab. Ida habe 
ihn nidat mehr variiert, da ein soldaes V0rgehen einen sehr hohen Redaenaufwand er- 
fordert, der nur mit Hilfe eines Computers rationell durchgefiihrt werden kann. Eine 
Programmierung w~ire abet ftir den vorliegenden Einzelfall wenig sinnvoll gewesen. 

Fiir T0 schl~,igt HOH~NDORV eine Methode vor, die mathematisch zwar ridatig 
ist, aber aus dem Grunde zu unbefriedigenden Werten ftihrt, well sie durch abwei- 
chende Mefiwerte beeinflufgt wird und exakte Werte ftir die beiden Parameter voraus- 
setzt. Auf dem Wege tiber Lo, dessen Weft mit Kenntnis yon I1, a und b leidat zu er- 
rechnen ist, ermittelte ida nach der Formel" 

In L~o - -  In (Loo ~ Lo) 
T0 = K (5) 

T0 zu 0,426. Fiir die praktische Arbeit an der Redaenmasdalne ziehe ida iibrigens Lo 
als dritten Parameter vor. Der Wert yon T0 erwies sich bei Beredanungen als sehr 
kritisch. 

Die yon mir auf diesem Wege erhaltenen BERTaLANFFY-Parameter erheben nicht 
den Anspruch auf mathematische Genaulgkeit, erreidaen aber trotzdem einen wesent- 
lich besseren Ansdalutg an die Met~daten, als die yon HOHEr,,DOV.F errechneten Werte. 
In Tabelle 2 sind die erhaltenen Werte einander gegeniibergestetlt und die eingesetzten 
Parameterwerte gegeben. 

Die Ansicht y o n  I-IOHENDORF, Yon den FOl~D-WALFOl~o-Parametern ausgehend 
auf relativ einfache Weise zu den mathematisch exakten Parametern der B~I~TALANFFV- 
Funktion kommen zu kSnnen, ist nicht zutreffend. Sein Vorgehen fiihrt zu N~iherungs- 
werten, liefert aber keine mathematisch einwandfreie LSsung. Sein Vorschlag fiir die 
Berechnung der WALvORD-Parameter erscheint dagegen niitzlida, da man auf diesem 
Wege die Unsch~irfe, die allen Wadastumsdaten anhaffet, aussdaalten und die erreda- 
neten Zahlen weiteren Auswertungen zugrunde legen kann. Bei der meist guten An- 
n~iherung der FORD-WALFORD-Werte an gegebene Me~reihen ersdaeint die hiermit ge- 
gebene MSglichkeit zur Ausgleidaung statthaff. 

Die Tatsadae, daft die yon HOH~NDORF vorgeschlagene Beredanung der BEI~va- 
LANFFY-Parameter aus der WaLFORD-Formel zu einem unbefriedigenden Ergebnis 
fiihrte, zwang zu einer genaueren Durchleuchtung der mathematisdaen Grundlagen. Als 
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wesentlichste Erkenntnis ergab sich, daf~ die FORD-WALFORD-Funktion einen dritten 
Parameter enth~ilt, den HOH~NDOltF ebensowenig erkannte, wie die frtiheren Autoren. 
Bei der tiblichen Anwendung wird der dritte Parameter mit dem Anfangswert in die 
Berechnungen eingeftihrt. 

ABLEITUNG DER B E R T A L A N F F Y - F U N K T I O N  AUS DER 
FORD-WALFORD-FORMEL 

Die FORD-WALFORD-Formel (Gleichung 1) ist die Gleichung einer Geraden, in der 
b die Steigung wiedergibt und a ihren Schnitt mit der Ordinate im Nullpunkt. a ist 
aber nicht identisch mit Lo. Der Wert ffir Lo ergibt sich zu: 

ll  - -  a 

Lo --  b (6) 

Mit dem Wert 10,5 ftir ll und 0,7682 ftir b und 7,7653 ftir a w~ire Lo = 3,56 cm. 
Von a ausgehend k/Snnen wir zu Lo kommen, wenn wit mit dem Faktor c = 0,4584 
multiplizieren. 

Setzen wir den Parameter c in die FORD-WALDORF-Formel ein, so erhalten wir: 

Lo ~= a . c  

l l = a + a . b . c  

12 = a + a . b + ab ~ . c etc. 
l ~ = a . ( l + b + b  2 + b  3 . . . . .  + b  --1) + a - b  ~ . c  (7) 

Die Klammer enth~ilt die schon yon FORD (1933) erkannte fallende geometrische Reihe 
yon b ffir b < 1. Der dritte Parameter tritt nur im letzten Glied zusammen m i t a  als 
Faktor auf, so daft wit es auch als b n. L0 formulieren k~Snnen. Da der Weft yon b ~ 
mit steigendem Exponenten immer geringer wird, vermindert sich damit auch immer 
mehr der Einflufl yon c, beziehungsweise yon Lo, auf die erreichte Gr6t~e und wird im 
Grenzfall zu 0. 

Mathematisch sollte es m~Sglich sein, aus der Differenz zwischen den Mei~werten 
und der ohne c berechneten Reihe den Weft fiir c zu berechnen. Die geringen Differen- 
zen zwischen den beiden Reihen werden abet so stark durch die Unsch~irfe der Mef~- 
werte beeinflui~t, dab man kein befriedigendes Resultat erh~ilt. Zun~ichst bleibt kein 
anderer Weg often, als den in/1 enthaltenen Parameter Lo durch empirische Variation 
yon ll zu ermitteln, um den besten Anschlul~ an die iibrigen Met~daten zu erhalten. Im 
vorliegenden Fall habe ich I1 in Stufen yon 0,1 cm variiert. Die Summe der Quadrate 
der prozentualen Abweichungen ergab ein Minimum bei etwa 10,5. Dieser Weft liegt 
sehr nahe bei dem gemessenen Wert ffir ll und ergibt eine wesentlich bessere N~iherung 
an die Me~daten als der yon HOHENDORF errechnete Wert yon 11,01. Die Erreichung 
einer h~Sheren Genauigkeit erschien mir wenig sinnvoll, da auch die Mel~werte nur eine 
Stelle nach dem Komma angeben. 

Dutch den Umstand, daft fiir n = oo der Einflui~ yon Lo gleich 0 wird, bleibt 
die Formulierung yon TAYLOR giiltig. 

a 

Lo~ -- 1 - -  b (3) 
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(Nicht zutreffend ist aber die fri~her von FORD und WALFORD und neuerdings wieder 

"con BOCKMANN (1967) aufgestelhe Beziehung Loo ~ / ~ l b )  

Mit der Einfiihrung des dritten Parameters ergibt sich die M~Sglichkeit einer ein- 
fa&en und iibersichtlichen AbMtung der B~RTALANFFY-Funktion aus der FoRn-WAL- 
mlu)-Formel. Als Ausgang w~ihlen wir die Formulierung der Gleichung (7). D a n  der 
Anzahl der zugrunde gelegten Perioden entspricht, setzen wir an seine Stelle z und 
auf~erdem an Stelle der Klammer die Summenformet fiir die geometrische Reihe yon b: 

1 - -  b ~ 
I~ = a " ~ b + b~ " L° (7a) 

an Stelle yon a k~Snnen wir nach Gleichung (3) Loo setzen und erhahen dann 
1 - - b  

in Ubereinstimmung mit der B~RTALANFFY-Funktion den Bezug auf die Maximalgr~Sge: 

l ~ = L o o ' ( 1 - - b  0 + b ~" Lo 

Aufl6sung der Klammer gibt: 

Ir = L o o - -  Loo" b ~ + b ~" Lo 
= Loo - -  b~ (Loo - -  Lo) (8) 

Das ist aber nichts anderes als die ursprtingliche Form der BERTALANFFY-Funktion, 
wenn wir e--K~ entsprechend TAXLOl~ Gleichung (4) an Stelle yon b ~ setzen. Diese 
einfache Ableitung macht noch einmal deutlich, daf~ die FORD-WA~FORD-Formel drei 
Parameter enth~ilt, wobei Lo oder auch L1 als Parameter fungiert. Sein Wert beein- 
flui~t entscheidend die Ergebnisse und mug daher miSglichst exakt bestimmt werden. 

Da HOI~ENDORI,' nicht erkannte, dag auch die WALm~D-Funktion drei Parameter 
enth~ilt, hatte er auch sein Vergleichsmal~ sD nicht richtig formuliert, wenn er bei des- 
sen Berechnung nur zwei Freiheitsgrade abzieht. Auch bei der WAI.~O~D-Formel mils- 
sen - ebenso wie bei der BeRTALANFFY-Funktion oder meinem eigenen Vorschlag - bei 
der Berechnung der Standardabweichung drei Freiheitsgrade berticksichtigt werden. 

Wenn schon bei der relativ einfachen L~ingenberechnung die Parameter yon HO- 
HENDORF nicht zu wirklich befriedigenden Ergebnissen fiihren, so gilt das in besonde- 
rem Matge bei der yon ihm durchgefiihrten Gewichtsbere&nung. Da in diesem Fatle 
die Resuhate in der dritten Potenz in das Endergebnis eingehen, ma&en sich kleinste 
Abwei&ungen iiberaus stark bemerkbar. 

Ho~t~NI~Ot~F demonstriert sein Verfahren am Beispiel des Ostsee-Lachses (SaIrno 

saIar) (Tab. 3). Beim L~ingenwa&stum fiihren die yon ibm erre&neten Parameter zu 
sehr guten Werten. Benutzt man sie, um auf dem Weg iiber die allometrische L~ingen- 
Gewichts-Beziehung die zugeh6rigen Gewichte zu berechnen, so kommt man zu einer 
nennenswert besseren Ann~iherung an die gegebenen Daten, als sie HOHENDORF er- 
reichte. Aus diesem Grund habe i& dieses Beispiel no& einmal dur&gere&net. Hierbei 
erhielt ich allerdings au& andere Parameterwerte fiir die Gewi&tsliingen als HO~EN- 
nOi~F einsetzte. Die graphische Kontrolle best~itigte die Richtigkeit der yon mir be- 
nutzten WALFOl~D-Parameter, die in Tabelle 3 angegeben sind. Es war zu erwarten, dag 
in diesem Falle der dritte Parameter ni&t unberii&si&tigt gelassen werden daft, da 
Lo sehr stark yon a differiert. Graphisch wurde far Lo ein Niherungswert yon 0,3 ge- 
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funden. Durch Variation yon Lo ergab sich ein erstaunlich guter Anschlut~ an die drit- 
ten Wurzeln der Gewichte mit Lo = 0,265. Da in diesem Falle a nahezu gleich 1,000 ist, 
sind in diesem Falle c und Lo praktisch identisch. Die aus diesen drei Parametern errech- 
neten Gewichtsl~ingen ergeben auch bei den Gewichten kaum Differenzen gegeniiber 
den Mef~daten. Die Auswertung von HOHENDORF ergab demgegeniiber sehr starke Ab- 
weichungen (Tab. 3). Auf die Bestimmung der B~RTALANFFx-Parameter babe ida in 
diesem Fall verzichtet, sie dtirflcen eine ~ihnlich gute N~iherung liefern. Offensichtlich ist 
auf dem schon von B~i~TALANFFY (1934) vorgeschlagenen Weg auch eine sehr gute Wie- 
dergabe von Gewichtsdaten m~Jglich. 

Berechnet man aus der Gewidats-L~,ingen-Beziehung das Maximalgewicht des Ost- 
seelachses, so ergibt sich hierftir als N~iherungswert 31,64 kg. Nimmt man dagegen als 
Ausgangspunkt die Maximalgr&~e des L~ingenwachstums, so erh~lt man auf dem Wege 
tiber die allometrische Funktion ein Maximalgewicht von 43,68 kg. Die beiden Wege 
zur Berechnung des Maximalgewichtes weichen also sehr stark auseinander. Auch die 
anderen Parameter der L~ingen- und Gewichts~Funktionen lassen keine klaren mathe- 
matischen Beziehungen erkennen, worauf schon HOHENDORF hinwies. Hier liegt ein 
deutlicher Vorzug bei der yon mir vorgeschlagenen Funktion (KR/OGER 1965), in welche 
die allometrischen Parameter eingesetzt werden k~Snnen. 

DISKUSSION 

Die Ausftihrungen des letzten Abschnittes haben gezeigt, dab mit der Einftihrung 
des dritten Parameters Lo ( ~  a" c) der Zusammenhang zwischen der FORD-WALFORD- 
Formel und der BERTALANFF'c-Funktion sich sehr einfach demonstrieren l~il~t. Hierbei 
wird auch der yon TAYLOR formulierte Zusammenhang der Parameter beider Funk- 
tionen klar ersichtlich. Trotzdem komplizieren einige Umst~inde die rnathematische 
Beziehung zwischen den Parametern beider Funktionen. 

Die erste Komplikation ergibt sich durch das Vorhandensein des dritten Para- 
meters. Bei der tiblichen Anwendung der FOI~D-WALrORD-Formel ist er in dem An- 
fangswert 11 enthalten und wird durch ihn in die Berechnungen eingeftihrt. Nun ver- 
sucht HOH~NDORF auf dem Umweg tiber die BE~TALANrF~c-Funktion den Wert yon I1 
zu berechnen. Hierbei begeht er aber den Fehler, daf~ er in seiner Ableitung (seine 
Gleichung 4) ftir Ij den Parameter a der WALrOl~D-Funktion in die BERVALANrFx- 
Funktion einsetzt. Auf diesem Umweg kommt er dann zu einem zwar yon a abwei- 
chenden Weft fiir 11, der aber in keiner Weise optimal ist. Er kann es schon aus dem 
Grunde nicht sein, da seine WALFo1~D-Parameter nur fiir die der Berechnung zugrunde 
gelegten Wachstumsreihe optimal sind, nicht aber ftir eine Reihe mit einem abweichen- 
den Anfangswert. Auf diese Weise ~indert er den Wert des dritten Parameters c, der 
in funktioneller Beziehung zu 11 steht. 

Die theoretisch gegebene M/Sglichkeit, den Wert ftir c aus den Mef~daten zu be- 
rechnen, scheitert an ihrer unvermeidlichen Unsch~irfe. So bleibt nur die M/Sglichkeit, 
rein empirisch durch Einsetzen verschiedener Werte fiir I1 den Wert zu ermitteln, der 
die geringsten quadratischen Abweichungen yon den Mei~werten liefert. Hierdurch hat 
man bei gegebener Steigung b einen N~iherungswert ftir /1 gefunden und kann yon 
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ihm ausgehend den N~iherungswert fiir L o  =: a • c berechnen. Nun variiert man a, um 
gegebenenfalls eine noch bessere Ann~iherung an die MeBdaten zu erreidaen. Auf die- 
sem Wege konnte die mittlere quadratische Abweichung von den Daten des gegebenen 
Beispiels fast auf die H~.l~e gegeniiber der Auswertung yon HOHENDORF reduziert 
werden. Von den yon I-toHENI)ORF berechneten Parametern habe ida nur den Wert fiir 
b iibernommen. Ob er optimal ist, konnte ida aus tedanischen Griinden nidat mehr 
priifen. 

Noch ein anderes Versehen ist HO~ENI)ORF unterlaufen. Die FoRI)-WALFoRI)-For- 
meI stellt eine lineare Funktion dar, und die von ihm angewandte Regressionsberech- 
nung liefert daher die Parameter fiir eine minimale lineare Abweichung yon den Met~- 
werten. Die Gi.ite der Wiedergabe pri]~ er aber an der prozentualen Abweichung. Die 
Regressionsgerade ftir die relativen Abweichungen f~illt aber nicht mit der fiir die 
linearen Abweichungen zusammen. In dieser Hinsicht sind logarithmisdae Funktionen 
giinstiger. Die WAI.FORI)-Formel ridatet sich vor allem nach den Werten der h~Sheren 
Gr~f~enklassen, w~ihrend bei der relativen Beurteilung die Wiedergabe der kleinen 
Gr~5t~enklassen entscheidend ist. Es spridat fiir die sehr exakte Steuerung des Wachs- 
tumsvorganges, wenn auda bei einer linearen Formulierung die erredaneten Zahlen in 
so guter N~iherung den Wachstumskurven folgen. Solange aber keine mathematisdae 
L/Ssung gefunden ist, die bei der FORD-WALFORI)-Formel die relativen Abweichungen 
zum Minimum macht, kann man ihre Parameter nur als N~herungsl&ung ftir die 
Parameter der BERTALANFFY-Funktion betrachten, yon denen ausgehend die exakten 
Parameter nur empirisch durch iterative Berechnung gefunden werden k/Snnen. 

Wir sahen, dai~ ein rein rechnerisches Vorgehen an verschiedenen Punkten kein 
befriedigendes Resultat lieferte. Die stets gegebenen Abweichungen biologisdaer Meg- 
werte yon den mathematisch exakten Werten lassen nur bei der erforderlichen Kritik 
rein formale Beredanungen zu. Die vom theoretischen Kurvenverlauf abweichenden 
Mei~werte beeinflussen die Berechnung in schwer kontrollierbarer Weise und gestatten 
daher zumeist nur die Gewinnung von N~iherungswerten. Von ihnen ausgehend kann 
man dann abet schrittweise durch systematische Anderung der Parameter zu Werten 
kommen, die einen besseren Anschluf~ an gegebene Daten liefern. 

Die Biomathematik erfordert fiir brauchbare L~Ssungen im allgemeinen die An- 
wendung yon N~iherungsverfahren. Das bedingt eine h~iufige Wiederholung recht kom- 
plizierter Redaenoperationen und erfordert daher einen groi~en Zeitaufwand. Die 
modernen Elektronenredaner sind unentbehrliche I-Iilfsmittel, um biomathematisdae 
Probleme anzugreifen und zu 16sen. Computer-Programme sind fiir die BERTALANFFY- 
Funktion zum Beispiel yon FABENS (1965) und RADWAY (1966) entwickelt worden. 
Es w~ire g~instig gewesen, wenn HOVleNI)ORF sie zur Kontrolle seines Verfahrens heran- 
gezogen h~itte. 

Die grunds~itzliche M~glidakeit, tierische Wadastumsdaten durda ein mathemati- 
sdaes ModetI zu reproduzieren, kann heute nidat mehr iibersehen und bestritten werden, 
nadadem mehrere praktisch gleich leistungsf~ihige L6sungen vorliegen. 

In der vorliegenden Untersudaung konnte in sehr einfacher und iibersichtlicher 
Weise die Identit~t yon BERTALANFFY-Funktion und WALFORI)-Formel best~itigt wer- 
den. Ida selbst habe eine neue Wachstumsfunktion vorgesdalagen (KROG~R 1965), die 
offensidatlich in weitem Bereich der BEI~TALANFFY-Funktion parallel verl~iuflc. Auda 
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hinsid~tlich der rechnerischen Werte kommt sie in der Gfite der Wiedergabe von Wachs- 
tumsdaten der BERTALANFFY-Funktion zum mindesten gleich. Hierauf wies ich schon 
friiher bin, und HOHENDORF best~itigte diese Parallele. Mathematisch beruht sie aber 
auf grunds~itzlich anderer Basis. 

Es liegen also jetzt zumindest zwei Funktionen vor, die ffir praktische Zwecke zur 
Wiedergabe des Fischwachstums geeignet erscheinen. Nicht berticksichtigen will ich hier 
die ebenfalls ot~ zitierte GOMVERTZ-Funktion. Sie wurde nut relativ selten angewandt, 
da bei ihr die Parameterbestimmung und damit auch ihre Beurteilung schwierig ist. Die 
Entscheidung fiber die Eignung einer Wachstumsfunktion liegt also nicht mehr bei der 
Giite der Wiedergabe yon Met~reihen, sondern bei ihren mathematischen Eigenschaf[en 
und dem Aussagewert der einzusetzenden Parameter. 

Mein Vorschlag besitzt vor der BERTALANFFY-Funktion zwei wesentliche Vorzfige. 
Zum ersten schliel~t sie auch fiir die L~ingenwerte einen Wendepunkt ein, wie er theo- 
retisch zu erwarten ist. Noch wesentlicher ist der zweite Vorzug, dat~ n~imlich ihre 
Parameter in mathematisch festgelegter Beziehung zur altometrischen Funktion stehen. 
Hierdurch gestattet die neue Funktion auch eine direkte Auswertung yon Gewichts- 

daten, ohnedat~mandenUmwegfiberdieGewichtsl~inge ( i / -~v)e inschlagen mul~. 

Noch entscheidender wird dieser Vorzug bei der Bearbeitung physiologischer Probleme 
(KRIJGER 1967). 

Die BERVALANFVV-Funktion und mein eigener Vorschlag: 

Y-~-- 1 
N z+~ 

zeigen mathematisch einen sehr ~ihnlichen Aufbau. Beide enthalten eine Maximalgr~l~e 
als Parameter, welcher sich der Organismus bei unbegrenztem Wachstum n~ihert, ferner 
einen Geschwindigkeitsparameter, der die Steigung der ~9~'achstumskurve wiedergibt 
und einen additiven Zeitwert l'0 bzw. ~. Ein direkter Vergleich der Parameter ist 
allerdings nicht m6glich. Der Maximalwert liegt bei meiner Funktion wesentlich h~Sher 
als bei der BERTALANFFY-Funktion. Durch den gr/5~eren Abstand yon den Mef~daten 
l~iufL er aber nicht so leicht Gefahr, unterhalb yon real vorkommenden Maximalgr~5t~en 
zu liegen, wie es HOHENDORF ~iJr den Nordseesteinbutt angibt. 

Alle Parameter, die wit bei unseren Berechnungen einsetzen, stellen zun~chst rein 
mathematische Zahlenwerte dar, und es erscheint mir wenig sinnvoll, ihre biotogische 
Deutung zu stark zu bewerten. Ihre biologische Interpretation bleibt eine sekund~ire 
Aufgabe. 

Den Geschwindigkeitsparameter stellt in der BERTALANFFY-Funktion der Exponent 
K dar. Seine Beziehung zur Wachstumsgeschwindigkeit ist abet nicht so einfadl, wie 
es HOH~NDORr (1966) annimmt. Das zeigt sein Beispiel fiir das L~ingenwachstum des 
Nordseebutts (Scophthalmus maximus) (seine Tabelle 5). 

Er findet fiir die M~innchen des Nordseebutts ffir K den Weft 0,2690 und fiir die 
Weibchen 0,2594. Demnach wfirden die M~innchen schnetler wachsen als die Weibchen. 
In Wirklichkeit wachsen letztere in dem beobachteten Zeitraum yon 8,3 cm auf 
60,82 cm heran, die M~innchen dagegen nur auf 53,5 cm. Das Wachstum der Weibchen 
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ist also eindeutig st~irker. Die Ursache fiir diesen Widerspruch liegt darin, dat~ K die 
Geschwindigkeit bestimmt, mit der sich das Wachstum dem Endpunkt n~ihert. In den 
Wert fiir K geht die Maximalgr~Sf~e ein, und diese ist bei beiden Geschle&tern sehr 
unterschiedlich. Sie betr~igt nach HOHr~NI)ORF fiir die M~innchen 53,88 cm und f~ir die 
Weibchen 62,17 cm. Da man beim Wachstumsvergleich auf der Basis der BeRTALANrFX- 
Funktion den Wert fiir Loo bei verschiedenen Arten oder Geschlechtern nicht konstant 
halten kann, bildet K keinen eindeutigen Ausdruck f~ir die Wachstumsgeschwindigkeit. 
Der b-Wert der FORD-WALrORD-FormeI bietet in dieser Beziehung eine giinstigere 
Vergleichsbasis, da er vom Anfangswert 11 ausgeht, der bei beiden Geschlechtern gleich 
ist. Der b-Wert betr~igt in diesem Falle fiir die M~nnchen 0,7642 und fiir die Weib- 
chen 0,7715. Er gibt das Verh~ltnis der Wachstumsgeschwindigkeit also besser wieder. 

W~hrend die Geschwindigkeitsparameter der BrRTALANrrY-Funktion und der 
WALFORD-Funktion einen exakten Vergleich zulassen, ist ein solcher nicht mit dem Ge- 
schwindigkeitsparameter meiner Funktion m~glich, da hier die Wachstumsgeschwin- 
digkeit durch zwei Parameter ausgedriickt wird: log N und ~e. 

Der dritte Parameter, den die BERTALANrrY-Funktion und mein eigener Vor- 
schlag enthalten, ist mathematisch gesehen die Zeitspanne, w~ihrend der sich der Or- 
ganismus yon der Dimension 0 zu der ersten gemessenen L~inge entwickelt hat. Da 
aber Larven- und Embryonalentwlcklung offensichtlich bei beiden Funktionen nicht 
yon den Parametern des postlarvalen Wachstums erfaf~t werden, stellt dieses ,,pr~i- 
natale" Alter einen rein rechnerischen Weft dar, der yon der mathematischen Inter- 
pretation der Wachstumskurve bestimmt wird. Dadurch, daf~ die BrRTALANFrY-Funk- 
tion keinen Wendepunkt enth~lt, f~illt sie in dem priinatalen Bereich wesentlich st~irker 
ab, und es ergeben sich hierdurch geringere Werte fi~r das pr~inatale Alter, als bei 
meiner Funktion. Die r0-Werte liegen daher eher in der Dimension des pr~natalen 
Alters, abet auch HOHENDOI~F ist in dieser Deutung sehr zuriickhaltend. 

Die Bedeutung des ~-Wertes meiner Funktion liegt vor allem darin, da~ er die 
Kriimmung der relativen Wachstumskurve kennzeichnet, er ist mathematisch also ein 
Kr~immungsparameter. Sein Vorzug ist ferner, daf~ er wenig kritisch ist und bei schneI- 
let wachsenden Fischen in vergleichbarer Gr/Si~enordnung liegt. Hierdurch wird ein 
Vergleich yon Wachstumsgeschwindigkeiten durch den Geschwindigkeitsparameter er- 
leichtert. An anderer Stelle werde ich darilber berichten. Bei der Bet~TALANrFY-Funk- 
tion ist ro sehr kritisch und die Beziehung zur Kurvenkriimmung nicht so eindeutig. 

Die Parameter der Fol~D-WALroRD-Funktion bIeiben in ihrer mathematischen 
Deutung noch n~iher zu analysieren. Anderungen des Parameters c bedingen eine Ver- 
schiebung der Werte auf der Regressionsgeraden, w~ihrend Anderungen des Wertes 
yon a die Regressionsgerade parallel zu sich verschieben. In welcher Weise die Wachs- 
tumskurven hierdurch beeinflui~t werden, ist nicht ohne weiteres zu ~ibersehen. 

Meine Ausfiihrungen und mathematischen Begriindungen haben gezeigt, dai~ der 
an sich gegebene Zusammenhang zwischen den Parametern der BERTALANFFY-Funktion 
und der FORD-WALroRD-Formel nicht in so einfacher Weise fiir die Bestimmung der 
BrRTALAN~FY-Parameter ausgewertet werden kann, wie es HOHENDORF vorschl~igt. 

Wenn HOHENDo~r (1966) in seiner Zusammenfassung behauptet, ,,durch die Ver- 
wendung dieser linearen Beziehung als Rekursionsformel f[ir die Br~TA~ANrFY-Funk- 
tion kann ein einfaches und leicht anwendbares Verfahren zur exakten Bestimmung 
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der Parameterwerte und Wachstumswerte auf rein re&nerischem Wege angegeben 
werden", so konnte das nicht best~itlgt werden. Zur K15.rung des Zusammenhangs zwi- 
schen der BERT.aLAl';FFx-Funktion und meinem eigenen Vorschlag war ich an einer 
wirklich exakten Bestimmung der BERTALANFFY-Parameter interessiert. Leider erftillt 
der Vorschlag yon HOHENDORF nicht diese Forderung. Wenn man den auf mechani- 
schen Tischrechnern mtihsamen Weg iterativer Berechnungen vermeiden will, bleibt - 
wenigstens vorl~iufig - die graphische L&ung, wie ich sie zur Ermittlung yon Loo an- 
wan&e, ein wichtiges Hilfsmittel. Daneben erlei&tert die Ausnutzung der Beziehun- 
gen zur FORD-WALFORD-Funktion die Parameterberechnungen. Ich hielt es ftir wichtig, 
meine Erfahrungen mit dem Vorschlag yon HOHENDORF ZU ver~ffentlichen, um kiinf- 
tige Benutzer tiber die Grenzen dieses Verfahrens und seine Anwendbarkeit zu unter- 
richten. Vollkommen ungeeignet ist sein Verfahren zur Berechnung yon 11. Mathe- 
matisch richtig ist nur der eingegebene Anfangswert. Ftir eine bessere prozentuale An- 
n~iherung mug der optimale Weft ftir Lo beziehungsweise c als dritter Parameter be- 
stimmt und angegeben werden. 

Die Bearbeitung biomathematischer Fragen deckt immer wieder bei den verschie- 
densten Autoren fehlerhaf~e Formulierungen auf. Nur mit dem Bemlihen, auf mathe- 
matisch einwandfreier Basis rechnerisch einen m~glichst guten Anschlui~ an gegebene 
Mef~daten zu erreichen, wird es m~Sglich sein, mathematische Verfahren bei der Er- 
forschung der Lebenserscheinungen einzusetzen. Von groben N~herungen ktSnnen wit 
keinen Fortschritt unserer Erkennmis erwarten. 

ZUSAMMENFASSUNG 

1. Zur Charakterisierung des Wachstums von Fischen hat HOHENDORF (1966) ver- 
sucht, die yon TAYLOR formulierte Beziehung zwischen den Parametern der BER- 

TALANFFY-Funktion und der FORD-WALFORD-Formel: Loo -- a und K = - -  In b 
l - - b  

zur Berechnung der BERTALANFFx-Parameter auszunutzen. An Hand der mathe- 
matischen Bearbeitung einiger Beispiele wird gezeigt, daft sein Verfahren nicht zu 
Parametern ftihrt, die als exakt zu bezeichnen sind. 

2. Die FORD-WALFORD-Formel enth~ilt einen dritten Parameter c, der mit 11 in die Be- 
rechnung eingeftihrt wird. 

3. Der dritte Parameter gestattet in sehr einfacher Weise die Ableitung der B~R- 
TALANFFY-Funktion yon der FORD-WALFORD-Formel und best~itigt die yon TAYLOR 
aufgestellte Beziehung zwischen den Parametern. 

4. Es werden die Grfinde untersucht, aus denen sich bei Anwendung des Verfahrens 
von HOHENDORF nut N~iherungswerte ergeben. 

5. Hierbei ist die Tatsache entscheidend, dat~ die Parameter der Regressionsgeraden der 
FORD-WALFORD-Formel die linearen Differenzen zwischen den berechneten und den 
gemessenen Werten zum Minimum machen, w~ihrend bei der Wachstumsberechnung 
das Minimum der prozentualen Abweichungen gesucht wird. 



206 F. KROG~R 

Z I T I E R T E  L I T E R A T U R  

BERTALANFFY, L. YON, 1934. Untersuchungen tiber die Gesetzlichkeit des Wachstums. 1. All- 
gemeine Grundlagen der Theorie. Arch. EntwMech. Org. 131,613-653. 

BEWRTON, R. J. & HOLT, S. J., 1957. On the dynamics of exploited fish populations. Fishery 
Invest., Lond. (Ser. 2) 19, 1-533. 

BOCKMANN, A., 1963. Das Problem der optimalen Befischung. Arch. FischWiss. 14 (Beih. 1), 
1-107. 

DER~AVm, A. N., 1922. [Sevrjuga (Acipenser stellatus).] - Der gestirnte St/Sr. - [Der Scherg. 
Biologi~eskij oEerk. - Eine biologische Studie. (Russ.) Izv. bakin, ichtiol. Lab. 1. (Zit. nach 
SCHMALI-IAUSEN, J., 1928.)] 

FABENS, A. J., 1965. Properties and fitting of the Bertalanffy growth curve. Growth 29, 
265-289. 

FORD, E., 1933. An account of the herrings investigations conducted at Plymouth during the 
years from 1924-1933. J. mar. biol. Ass. U. K. 19, 305-384. 

GULLAND, J. A. & HOLT, S. J., 1960. Estimation of growth parameters for data at unequal 
time intervals. J. Cons. perm. int. Explor. Mer 25, 47-49. 

HOHENDORF, K., 1966. Eine Diskussion der Bertalanffy-Funktion und ihre Anwendung zur 
Charakterisierung des Wachstums yon Fischen. Kieler Meeresforsch. 22, 70-97. 

K~iNDLER, R, 1944. Elber den Steinbutt der Ostsee. Bet. dt. wiss. Kornmn Meeresforsch. 11, 
73-136. 

KROGER, F., 1965. Zur Mathematik des tierischen Wachstums. 1. Helgol~inder wiss. Meeres- 
unters. 12, 78-136. 

- -  1967. Theoretische Physiologie: Wachstumsmathematik. Jber. Biol. Anst. Helgoland 1966, 
24-25. 

RAi3WAY, A. K., 1966. A method of fitting growth curves of the Bertalanffy type to observed 
data. J. Fish. Res. Bd Can. 23, 163-179. 

TAYLOR, C. C., 1958. A note on Lee's phenomenon in Georges Bank haddock. Spec. Pubis int. 
Commn N W  Atlant. Fish. 1,243-251. 

SCttMALHAUS~N, J., 1928. Das Wachstumsgesetz und die Methode der Bestimmung der Wachs- 
tumskonstante. Arch. EntwMech. Org. 113, 462-519. 

WALFORD, L. A., 1946. A new method of describing the growth of animals. Biol. Bull. mar. 
biol. Lab., Woods Hole 90, 141-147. 


