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II. Vergleich einiger Wachstumsfunktionen::" 
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ABSTRACT: On the mathematics of animal growth. II. Comparison of some growth func- 
tions. The functions of v. BERTALANFFY and GOMPERTZ and an equation proposed by the 
author - denoted as "Reziprokfunktion" - are fitted to growth data of tunny (Thunnus 
thynnus) and North Sea turbot (Seophthalmus rnaximus). The comparison of the fit of the 
3 functions to the given data of fish growth was performed in identical manner by a percen- 
tual deviation (s%) based on the difference of the logarithms of measured and calculated 
values. The optimal fit of the functions was based on linear regression analysis of the functions 
transformed into a linear relation. The 3 functions seem to be suitable for the reproduction 
of growth curves. In all cases the "Reziprokfunktion" delivered the best results. The logistic 
function produced no satisfactory approximations. It is not possible to give a biological 
explanation for the parameters of the functions. The GOMV~TZ-function and the "Reziprok- 
funktion" contain a point of inflection and may therefore be used in unchanged form for the 
description of weight growth. The point of inflection represents a mathematicaI deduction of 
the curvature of the logarithmic growth curve. It is only the "Reziprokfunktion" which 
allows to express a mathematically defined relation to the allometrlc formula. 

E I N L E I T U N G  

Die Entwicklung der Elektronenrechner in der Neuzeit bedingt, dal3 auch der 
Bereich der biologischen Wissenschaflcen einer mathematischen Answertung leichter zu- 
g~ngig wird und damit funktionale Beziehungen in ZukunPc ein wichtlges HilfsmitteI 
ffir die Vert~efung unserer Einsicht in dle Lebensprozesse bilden. 

Die Hauptschwierigkeit, die biotogische Zusammenh~inge einer mathema¢ischen 
Erfassung bereiten, beruht auf der Unsch~irfe aller biologischen Mei~daten. Sic sind in 
schwer iiberschaubarer Weise abhiingig vom Einflut~ der individuellen Variabilit~it, der 
Vorge~chich,te der Organismen und anderen Faktoren. Daher liefern auch groi3e Stich- 
proben keine eindeutigen Mittelwerte. Soweit wlr solche unseren Auswertungen zu- 
grunde legen, stellen sic rein formale Gr/3Ben dar. Diese Unsch~rfe aller biologischen 

* Gewidmet dem Gedenken des am 12. Juni 1972 verschiedenen Professors LUDWIG 
YON BERTALANFFY als elnem hervorragenden Vork~impfer fiir die mathematische Behandlung 
biologischer Probleme, 
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Zahlenwerte erschwert zwar die Aufstellung mathematisch fagbarer Beziehungen, 
macht sie abet nicht grunds~itzli& unmSglich. 

In der Ausglei&sberechnung bietet die Statistik Verfahren, um au& auf der Basis 
unscharfer Daten zu brauchbaren Ergebnissen zu kommen. Allerdlngs erfordern die 
hierflir notwendigen Bere&nungen einen gr6geren Arbeitsaufwand, den man in der 
Bic/iogie lange Zeit s&eute. Mit den heute gegebenen programmierbaren und schnell 
arbeitenden Elektronenre&nern kann man diese Schwierigkeit als iiberwunden an- 
sehen. 

Vorl~iufig herrs&en aber in der Biologie no& erhebli&e Meinungsverschiedenhei- 
ten iiber die speziellen Formulierungen, die zur Anwendung kommen kSnnen. Die 
Unsch~irfe der Megd~ten bedingt, dag gegebene Zu.sammenh~inge sich unter Umstiin- 
den mit grunds~i,tzlich verschiedenen Funktionen vereinbaren lassen. Vor allem gilt die- 
ses fiir die zumeist erforderli&en Exponentialfunktionen, die in begrenzten Berei&en 
einen nahezu iibereinstimmenden Verlauf nehmen kSnnen. Um die o~ nut geringen 
Unters&iede, die si& bei der numerischen Auswertung ergeben, eindeutig beurteilen zu 
kSnnen, darf man sich nicht mit einem allgemelnen Ermessen begniigen, wie es etwa 
der optische Eindru& bei der graphis&en Darstetlung vermittelt, sondern mug ver- 
su&en, die Ann~iherung der Funktion an die Megwerte dur& ein mathematis&es Streu- 
ungsmat~ exakt wiederzugeben. 

Eine objektive Beurteilung der Approximation einer Funktion an die Mdgdaten 
setzt andererseits voraus, dag man .die optimalen Parameter der Funktion kennt. Da 
hierftir v~iederum die Streuungsmasse als Kontrolle dienen, hSngen beide Probleme 
untrennbar zusammen. 

Das Wa&stum erscheint fiir die Darstellung yon Fragen, auf die eine mathema- 
tische Verarbeitung biologischer Daten stSgt, besonders geeignet. Es besitzt den Vorzug, 
dag es einen tiberaus exakt gesteuerten Vorgang dars:eltt, den die Natur 'tagt~iglich 
selbst reproduziert und dessen Messung te&nisch iiberaus einfa& ist. Es wurde daher 
in zah,lrei&en Literaturangaben durch gut gesicherte Daten bes&rieben. Insbesondere 
gilt dieses far das Wachstum yon Fis&en, far dessen Untersuchung ein groges prak- 
tisches Interesse vorliegt, r3berdies bleten be: ihnen die Jahresringe in den Otholiten 
und S&uppen eine zuverl~issige Atters-S&~tzung, die sonst bei freitebenden Tieren 
s&wierig oder unm6gli& ist. 

Das Fischwachstum eignet si& auch aus dem Grunde sehr gut far mathematische 
Auswertungen, da us nach dem Ablauf des larvalen Wachstums bis zu den h/Sch:sten 
Altersklassen einen sehr gleichm~igigen Verlauf zeigt, der keine Unstetigkeiten erken- 
hen l~igt. Die bei S~iugetieren eintretende starke Verminderung der Wachstumsraten 
ha& dem Errei&en der Ges&lechtsreife fehlt beim unbegrenzten Wa&stum der Fische. 

Aus dem grogen Interesse an einer mathematischen Darstellung yon Wa&stums- 
vorg~ingen i st eine unlibersehbare Fiille yon Wachstumsformeln vorges&lagen worden. 
Die Dissertation yon HOEPrE (1959) bespri&t ca. 100 Formeln. Es fehlen aber in ihr 
wesentliche s&on damals ver6ffentlichte Funktionen. In der Zwischenzeit sind weitere 
zahlrei&e Vors&l~ige gema&t worden. Eine eingehendere Besprechung und Berii&- 
si&tigung aller bekannten Wa&stumsformeln i st kaum mbglich und verspri&t wenig 
Erfolg. Die Arbeit yon Ho~I, eE bietet hierfiir wi&tige Gesichtspunkte. 

Aus diesem Grunde beschriinke ich mich au£ einige Funktionen, die allgemeinere 
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Bea&tung gefunden haben. Es sind dimes: (1) die POTT~e-Brl~TaLa~FFx-Funktion, (2) 
die GoMv~Rvz-Funktion und (3) elne yon mir vorgeschlagene Funktion, deren prinzi- 
pidle Gestalt ZUCKER & ZUCK~t~ (1941) verSffentli&ten, die ich als ,,Reziprokfunk- 
tion" in den weiteren Ausfiihrungen bezei&nen werde, da sie die Logarithmen der 
Dimension als Funktion eines reziproken Alterswertes darstellt. Die sogenannte logi- 
s,tis&e Funktion yon VrRHULST (1838) wurde au& berii&si&tigt, soll a.ber angesichts 
der sehr schle&ten Ergebnisse, die sie lieferte, nur beil~iufig erw~ihnt werden. 

DIE PROZENTUALE STANDARDABWEICHUNG 

Die vier beriicksichtigten Funktionen besitzen als gemeinsames Merkmal, dag sie 
nur 3 Parameter enthalten. Es handelt sich also um relativ einfache Formeln, was vom 
mathematischen Standpunkt aus gesehen ein wesentlicher Vorzug ist. Manche Autoren 
haben bei dem Bemiihen, eine mSglichst weitgehende Ann~herung an gegebene Zahlen- 
reihen zu erzMen, zu dem Ausweg gegriffen, die Zahl der Parameter zu erhShen. Hie> 
durch wird aber die Handhabung yon Funktionen erheblich erschwert. Die Einfachheit 
einer Funktion stellt auch ein wesentliches Kriterium bei der Beurteilung einer Funk- 
tion dar. 

Eine weitere gemeinsame EigenschafL der genannten Funktionen besteht darin, 
dab sie durch einfache Umformungen in die Gestalt der Gleichung einer Geraden ge- 
bracht werden k6nnen: 

y = a + b • x (I) 

Hiermit ist fiir sie eine gemeinsame Basis ffir ihre Parameterbestimmung in der tinearen 
Regresslonsberechnung gegeben. Mit ihrer Hilfe lassen sich fiir ein Kollektiv yon 
Wertepaaren die beiden Parameter a lind b bestimmen, die den quantkativen Zusam- 
menhang zwischen x und y wiedergeben. Man ben6tigt ftir die Berechnung die Sum- 
menwerte: Xx, Xx ~, Xy, Eye, Ex • y sowie die Zahl der Wertepaare n. 

Aus dlesen Summenwerten bildet man zun~ichst die Rechengr6gen: 

S~x = Xx 2 (~x)2 
n 

(.Xy)~ 
S y y  = Xy 2 

n 

~Yx • Xy 
Sxy = Xxy 

n 

Es ist dann fiir die uns hier allein interessierende Regression yon y auf x: 

b -- Sx~ 
S~ (2) 

Vy __ b • Zx 
a = (3) 

n 

Die Strenge der quantitativen Beziehung zwischen x und y beschreibcc der Korre- 
lationskoeffizient r: 

S x y  

r = V'Sxx • Sr~ (4) 
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Bei voller l~bereinstimmung der gemessenen Werte (y) mit den aus Gleichung (1) sich 
ergebenden Werten (9), die durch das Dach gekennzeichnet werden sollen, nimmt r den 
Wert + 1 an, bei fehlender Korrelation den Weft 0. Der Korrelationskoeffizient s~ellt 
ein sehr allgemeines Streuungsmafl dar und erwies sich fib die vorliegenden Fragen als 
ungeeignet. Der durchweg in der N~ihe yon 1 liegende Korrelationskoeffizient wurde 
daher in keinem Falle angegeben. 

Ms Streuungsmaf~ diente einheitlich fib atle Funktionen eine Standardabwei- 
chung, die den Vorzug besitzt, daf~ in ihre Ermittlung direkt die Summe der Differen- 
zen zw~schen gemessenen und berechneten Werten eingeht. Bezeichnet man d{ese mit 
y und y so ist die Standardabwei&ung s: 

- n - -  2 

oaer: s : _+ | /  ,,' (sb) 
p /  n - -  2 

Die Standardabweichung grenzt als Parallelen zur Regressionsgeraden den Bereich ab, 
innerhalb dessen etwa ~/8 der fib y sich ergebenden Werte liegen. Von der ZahI der 
Wertepaare wird fi~r jeden eingesetzten Parameter ein Frei~heksgrad abgezogen, daher 
steht im Nenner des Quotienten: n-2. 

Die nach Glei&ungen (2) und (3) ermitteken Parameter machen entsprechend dem 
GAussschen Prinzip die Summe der Abweichungsquadrate zum Minimum und stellen 
daher die o?timale LSsung fiir die gegebenen Daten dar. Andere Parameterwerte lie- 
fern hShere S tandardabweichungen. Die Regressionsberechnung kann hier nur in dem 
Umfang behan,deit werden, wie er fib das Verst~indnis der weiteren Ausfilhrungen 
- insbesondere der eingesetzten Symbole - erforderlich ist. Ausfiihrliche Darstellungen 
finden sich in den zahlreichen statistischen Lehrbii&ern. 

Auch friihere Autoren haben yon der Regressionsauswertung der Gleichung (1) 
Gebrauch gemacht, um zu optimalen LSsungen zu kommen. Sie liefer.t aber nut 2 Para- 
meterwerte, w~ihrend - wie wit .sahen -.die uns interessierenden Wachstumsfunktionen 
3 Parameter enthalten. Fib keine yon ihnen konnte bMang eine L6sung gegeben wet- 
den, die direkt Parameterwerte liefert, die die Forderung nach dem Minimum der 
Summe der Abweichungsquadrate erfiillt. Diese Bedingung kann nur schrittweise durch 
kerative Auswertung mit dem variierten dritten Parameter erreicht werden. 

Bei der Anwendung der Standardabwei&ung auf Wachstumsvorgiinge ist aber 
folgendes zu beriicksichtigen: normalerweise benutzt man als Grundlage der Berech- 
nung der Standardabweichung die quadrierte lineare Differenz zwischen Mei~wert und 
errechnetem Wert, also (y-)~) 2. Nun ist - in linearen Werten ausgedri~ckt - die Streu- 
ung der Megwerte um den Mittetwerte bei grogen Individuen grSger aIs bei kleinen. 
Die Spannweite der Streuung bei alten Tieren kann der Gesamtt~inge }unger Tiere ent- 
sprechen oder sie sogar noch iibertreffen. Die Schwankungen um den Mittelwert neh- 
men erfahrungsgem~if~ mit zunehmender TiergrSt~e zu. Aus diesem Grunde erscheint 
es g~nstiger, bei Wachstumsprozessen einen auf die gegebene GrSf~e bezogenen rela- 
tiven Maf~stab fiir die Standardabweichung zu benutzen. AIs solcher kSnnte die pro- 
zentuale Streuung in Form des Variationskoeffizienten v dienen: 
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s 
v0/0 = ~ 100 (6) 

Diese prozentuale Streuung bleibt w~ihrend des ganzen Wachstums nahezu konstant. 
HOHENDORF (1966) schlug daher eine aus den Prozentwerten ermittelte Standard- 
abweichung vor. Rechnerisch einfacher und wohl au& exakter erscheint es mir, als 
Grundlage far die relative Standardabweichung die Differenz zwischen den Logarith- 
men der Megwerte und den errechneten Werten einzusetzen. Der Ausdruck fiir diese 
relative Standardabweichung Sloe w~ire also: 

n - -  3 

Es ist dieses die Form, in der die Standardabwei&ung der Logarithmen fiir die Wachs- 
tumsfunktionen berechnet wurde. Daher findet sich entsprechend der Zahl der Para- 
meter im Nenner der Wert (n-3). 

Man erh~ilt bei dieser Form der Standardberechnung einen Logarithmus, der eine 
schwer durchschaubare Zahl darstellt. Es besteht aber eine einfache M6glichkeit, diesen 
Logarithmus in einen anschaulichen linearen Prozentwert umzuformen, indem man 
den Numerus yon sl0g. mit 100 multipliziert und yon ihm 100 abzieht. Ich schlage 
hierfiir die Bezeichnung ,prozentuate Standardabweichung" (s0/0) vor. 

s °/0 = (100'" num Slog) - -  100 (8) 

Bei der Einfa&heit der Umformung kann man s°/0 auch direkt aus dem Numerus der 
logarithmisdlen Standardabweichung ablesen. Sie entspricht allerdings nicht ganz einer 
prozentualen Standardabwei&ung. Wiihrend n~imlich eine prozentuale Abweichung 
yon 10 % die Spanne zwischen 90 und 110 umfaflt, Stellt sie ffir log 100 + 0,0414 den 
Bereich zwischen 110 und 90,9 dar. Dafiir besitzt s0/° den Vorzug unabh~ingig davon 
zu sein, ob man den Megwert oder den bere&neten Wert als Bezugsgr~5tte w~ihlt, wie 
eine einfache Uberlegung zeigt. 

DIE PARAMETERBESTIMMUNG 

D i e  P / 2 T T E R - B ~ i ~ T A L A ? ~ F F Y - F u n k t i o n  

Ungeachtet einiger M~ingel hat die Wachstumsbeschreibung mit Hilfe der P/3TTER- 
BErtTALA~FFY-Funktion weiten Eingang in der Fischereiwissenscha~ gefunden. Schwie- 
rigkei.ten hat die Ermittlung ihrer exakten Parameter bereitet, v. B~TaLANVFY (1934) 
bestimmte auf graphischem Wege einen optinaalen Wert yon Loo und yon ihm aus- 
gehend die Parameter K und (Loo-Lo) (Abb. 1). Ein yon TO•LINSON & A~RAMSON 
(1961) angegebenes Verfahren ist nicht in allen F~illen anwendbar. In dieser Beziehung 
besser erscheint das Vorgehen von ALL~N (1966), der als Ausgang die yon BAGeNAL 
(1955) beziehungsweise yon B~v~RTo~" & H o s t  (1957) modifizierte Form der B~I~- 
T A L A N F F Y - F u n k t i o n  b e n u t z t e :  

t~ = Loo (t - -  e -K(3-*0)) (9a) 

Als Ausgang setzt der Autor einen Sch~itzwert yon K ein und errechnet hierzu die 
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lineare Standardabweichung zu den Megwerten. Durch Variation yon K werden dur& 
iterative Berechnung optimale Parameterwerte erhalten. Das Verfahren erforder,t einen 
erhebli&en Rechenaufwand. 

In neuester Zeit s&lug RAFAIL (1973) ein anderes Vorgehen vor. Dur& Umfor- 
mung und Logarithmierung ergibt sich aus (%) die Gleichung einer Geradem 

Loo - -  1~ 
In Loo - K • ~o - -  Kr (9b) 

deren Parameter K und ~o auf dem Wege der Regressionsberechnung ermittelt werden 
k6nnen. Als Ausgang berechnet RAFAn, aus den einzelnen Zuwa&sraten einen N~ihe- 

600- 
500- - - % ~  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

~300- "'~"" ~ " ~  o-.,~ 
I ° ~ !  • e~., .  

~200- - ' ~ .  
o 

J a h r e  

Abb. 1: Graphis&e Darstellung der lJnealisierten BERTALANFFY-FurJktion im semilogarith- 
mischen Koordinatensystem nach Daten yon S~LI, A (1929) far den Thunfisch (Thunnus thyn- 
nus). Den linearen Alterswerten auf der Abszisse wird der Logarithmus der Differenz zwis&en 
Maximalwert und Meflwert zugeordnet. Durch Variation des Maximalwertes versucht man 
eine mtSgli&st geradlinige Anordnung der eingetragenen Punkte zu erreichen, die sich bei 
optimalem Maximalwert ergibt. Die verl~ingerte Regressionsgerade erreicht den Maximalwert 
im allgemeinen in einigem Abstand yon der Abszisse 0. Dieser Abstand stellt den positiven 

oder negativen %-Wert dar 

rungswert fiir K und yon ihm ausgehend den zugeordneten Weft fiir Loo. Diesen setzt 
er in (9b) ein. Durch Wiederholung dimes Verfahrens verbessert er die Parameterwerte, 
wobei .die Summe ger quadri.erten Iinearen Abweichung als Kontrolle dient. 

Ich selbst bin bei meinen Auswertungen auch yon Gleichung (9b) ausgegangen, 
habe das Verfahren abet dadurch vereinfacht, dab ich reich damit begniigte, den Weft 
yon Loo zu variieren. Die bei der Regressionsberechnung anfallenden Korrelations- 
koeffizienten erlauben abet keine Aussage fiber die Ann~iherung an die Met~werte. Da- 
her sind jeweils aus den gewonnenen Parametern die Einzelwerte zu berechnen und zu 
den Mei~werten in Beziehung zu setzen. Entspeechend meinem Vorschlag benutzte ich 
als Au,sdruck fiir die Giite der Wiedergabe der MeBdaten die prozentuale Standard- 
abweichung (s0/0). 

In Gleichung (9b) liegt eine sehr komplexe Beziehung zwischen den Megdaten 
und den Parametern vor. St~irkere Abweichungen vom theoretischen Wert scheinen die 
Berechnungen zu st6ren, so dat~ man auf ihrer Basis n icht immer ganz optimale Para- 
meter gewinnt, wie RAFAIL an einem Beispiel feststellt, und auch ich in einem Fall fan& 
Die Wiedergabe der Megdaten erf~ihrt hierbei abet nur eine so geringfiigige Verschlech- 
terung, daf~ man sie angesichts ihres sehr vieI h~Sheren Variationskoeffizienten vernach- 
l~issigen kann, 
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Bei Iterationsverfahren ers&eint es allgemein als wiinschenswert, einen Nihe-  
rungswert fiir die Bezugsgr6fle als Ausgang fiir die Iteration s&~tzen zu k6nnen. Hier- 
zu besteht bei der BeV.TALANFFY-Funktion durch ihre Beziehung zur FORD-WALFORD- 
Formel ein relativ einfach dur&zufiihrendes Re&enverfahren (Kl~/2Gm~ 1967b). 

200- 
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Abb. 2: FORD-WALFORn-Darstellung der Daten fiir das Liingenwachstum des Thunfisches yon 
Abbildung 1. Den auf der Abszisse abgetragenen linearen L~ingenwerten ordnet man jeweils 
die lineare n~ichsth6here L~inge als Ordinate zu. Mit Ausnahme des ersten und des letzten 
Wertes erscheint jeder Wert zweimah zuerst als Ordinate und dana& als Abszisse. Eine gerad- 
linige Anordnung des Punkte l~igt die Anwendbarkeit der B~RTALANF~C- aber auch der Rezi- 

prok-Funktion erkennen 

Die FoRD-WALmRD-Beziehung beschreibt die in gleichen Zeitabsdinden aufein- 
ander folgenden Fischl~ingen (1) dutch die sehr einfache lineare Funktion: 

in+2 = a "5 b • In (10) 

Graphisch stelh man diese Beziehung in der Form dar, dag man jedem auf der Abrszisse 
abgetragenen linearen L~ingenwert den n~ichsth6heren als Ordinate zuordnet. Beim 
Zutreffen der Funktion streuen die eingetragenen Punkte um eine Gerade (Abb. 2). 

Bei der mathematisch definier~en Beziehung zur BEi~Tm.ANFF~c-Funktion besitzen 
wir hiermit ein einfa&es Verfahren, das die Anwendbarkeit der B~Ra'ALAI~FFa'-Funk- 
tion zu beurteilen gestavtet. 

Die Werte yon a und b k6nnen dur& die lineare Regressionsberechnung ermittelt 
werden und als Ausgang fiir die Schitzung der B~RTALANFFY-Parameter dienen. Es ist 
dieses Verfahren der yon B~VERTON & HOLT (1957) vorgeschlagenen graphis&en Be- 
stimmung yon Loo vorzuziehen. Die Regressionsberechnung ist bei der FOt~D-WALFORD- 
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Bezi&ung dadurch etwas abweichend, daft - mit Ausnahme des ersten und des letzten 
Wer:tes - jeder Wert  einmat als abh~ingige und einmal als unabhiingige Variable - also 
zweimal auftritt .  Die Zahl der Werte-Paare vermindert  sich daher auch um 1. Wegen 
dieser Besonderheiten soil die Berechnung an einem einfachen Zahlenbeispid deutlich 
gemacht werden. 

Tabelle 1 

Berechnungsbeispiel fiir die Parameter der FORD-WALFORD-Funktion. Daten yon BAOENAL 
(1966) fiir das L~.ngenwa&stum der d d yon Hippoglossoides platessoides 

Akersstufe Liinge 
n t 1 S In" ln+t 

1 {10  I 1110,25 1 2 x 13,5 x 2 182,25 141,75 

3 15,3 y 234,09 y~ 206,55 

4 16,3 265,69 249,39 

-57, x = 39,3 Z x 2 = 526,59 Z x.  y = 597,69 
~Y y = 45,1 Z y2 = 682,03 

A~s den Summenwerten errechnet man wieder die Zwischengr~Sflen: 

Hieraus ergibt si&: 

S =  = 526,59 
39,32 

11,76 

39,3 • 45,1 
Sxr = 597,69 3 --  6,88 

b Sxy _ 6,88 - 0,58504 
Sxx 11,76 

~ y  - -  b • Z x  45,1 - -  0,585 - 39,3 
a = = = 7,369 

n - - 1  3 

Der Zusammenhang mit den BERTALA~CFFY-Parametern ist dann gegeben durch: 

K = - - I n  b (11) 

a (12) L o o - -  1 - - b  

Die Grundlagen dieser Auswertungsm/Sgli&keit verdanken wir BAG~NAL (1955), dessen 
Arbei* abet auch im angelslichds&en S&rifftum vollkommen unbeachtet blieb. Das im 
allgemeinen zitierte Verfahren yon B~vtn~woN & HOLT (1957) erscheint demgegeniiber 

weniger effektiv. 
Fiir e ine Optimierung der FORD-WALFORD-Beziehung w~ire allerdings zu priifen, 

ob sich ni&t  dur& eine Variat ion des Anfangswertes tl eine bessere N~iherung an die 
iibrigen Daten erreichen l~flt. Es ist dieses ein Gesi&tspunkt,  der bislang anscheinend 
iibersehen wurde. Bei der hohen Wachstumsges&windigkeit der jungen Fis&e sind - in 
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Abh~ingigkeit vom Zekpunkt des Fanges - die Met~werte fiir die erste Altersstufe mit 
einer h~iheren Unsicherheit behattet, gehen abet als Parameter in die Auswertungen ein. 
Man kann unter Umst~inden durch eine Variation yon 11 den Verlauf der iibrigen Met~- 
punkte besser beriicksichtigen. Da man bei einer iterativen Berechnung nur die An- 
fangswerte yon Zx, Zx  2 und Zxy ~indern mut~, kann man die Iteration auch aut: 
mechanischen Rechnern mit vertretbarem Zei,taufwand durchfiihr,en. AIs Kontrolle 
k/Snnen der Korrelation:skoeffizient oder die Standardabweichung dienen. Es bleibt 
hierbei aber zu beachten, datg man nach Gleichung (5b) eine lineare Standardabwei- 
chung erh~ilt. Wie oben begriindet, hake ich abet eine relative Standardabweichung 
(s0/0) bei Wachstumsfunktionen fiir giinstiger. Fiir die Riickberechnung der theoreti- 
schen Werte ist die Benutzung der  BERTALANFFY-Funktion einfacher, deren Optimie- 
rung, wie beschrieben , vom Maximalwert ausgeht. 

Die BEI~TALANFFY-Funktion fiihrt ol°c zu sehr guten N~iherungen an Wachstums- 
daten. Ihre Anwendung unterliegt allerdings der Eins&r~inkung, datt sie in der gegebe- 
nen Form keinen Wendepunkt in der Wa&stumskurve beschreib.en kann. Da ein sol&er 
beim L~ingenwachstum der Fis&e ha& dem Abs&lut~ der Larvenentwi&lung opt fehlt 
oder nur schwa& ausgepr~igt ist, spielt diese Eirts&r~inkung des Anwendungsbereiches 
keine sehr erhebliche Rolle. 

Aus den nach Glei&ung (9) berechneten L~ingen l~igt si& auf dem Wege iiber die 
allometri/che Formel (Gleichung 31) - unter Annahme des n~iherungsweise zutreffenden 
Exponenten 3 far die L~ingengewichtsbeziehung - auch das Gewichtswachstum dar- 
stellen. Die hierauf beruhende B~RTALANFFY-Funktion fiir das Gewi&tswa&stum 
lautet: 

w = Woo • (1 - -  e -K(~-~0))3 (13) 

Diese Formel schliet~t auch einen Wendepunkt ein; er liegt nach HO~ENDORF (1966) bet: 

in 3 1,1 
TWendepunkt - -  K + ro -- K + Zo (14) 

Der Parame~erberechnung iegt man die Kubikwurzeln der einzelnen Gewichte zu- 
grunde - s i e  werden als GewichtsI~ingen bezeichnet. Man versucht auch in diesem Fail 
einen optimalen Maximalwert fiir diese Gewichtsl~ingen zu ermitteln. Seine dritte 
Potenz stellt das einzusetzende Maximalgewicht dar. Die beiden anderen Parameter 
enmimmt man direkt der Auswertung der Gewichtsl~ingen. 

In sehr vMen F~illen erreicht man eine sehr gute Wiedergabe des Gewichtswachs- 
turns. Es ist zu beachten, daig die Gewichtsfunktion in dem Exponenten streng genom- 
men einen vierten Parameter enth~ilt. 

D i e  G o M r ~ R T z - F u n k t i o n  

Neben der POTTZR-BERTALANFvY-Funktion wird die aus der Bev/51kerungsstatistik 
abgeleitete GoMPERxz-Funktion yon zahlreichen Autoren (z. B. WINSOR 1932) als 
Wachstumsfunktion zitiert: 

- -  C r  
- - B  • e 

y = Yoo " e (15a) 
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Sie besitzt den Vorzug, einen Wendepunkt einzus&liegen. Seine Lage ist: 

In B 
~we.aepunkt -- C (16) 

Numerisch ausgewertete BeispMe liegen nur in geringerer Zahi vor. 
Durch doppehe Logarithmierung kann man die GoMvrRTz-Funktion ebenfalls in 

die Gleichung einer Geraden iiberfiihren: 

In in Yo, -- In B - -  C • ~ (15b) 
Y 

Hiermit ist wieder die LSsungsmSglichkeit dutch die lineare Regression gegeben, wobei 
die Benntzung nadirli&er Logarithmen die rechnerische Auswertung erleichtert. Die 
Bere~nung der linken Seite mit dem doppeIten Logarithmus bere~tet bei Benutzung 

* 0 ~ 6 -  

* 0,4-  

÷ 0 , 2 -  

0 - 

- 0 , 2 -  

:I1>.- 0, 4-  
c -0,6- 

_c - 0 , 8 -  

- 1 , 0 -  

- 1 , 2 -  

- 1 4 -  

- 1 6 -  

- 1 , 8 -  

o 

• • 

f l s t T - - T - ~  

2 ~ 4 ; 6 ~ I ; 4 6  12~a~4 
Jahre 

Abb. 3: Graphische Darstellung der linealisierten GoMvBt~Tz-Funktion fiir die Daten der Ab- 
bildung 1. Den linearen Alterswerten auf der Abszisse ordnet man den doppelten natiirlichen 

Logarithmus des Quotienten aus Maximalwert und Megwert (ln In ~-~ oder in [In Yoo - -  In y]) 
Y 

zu. Dur& Variation des Maxlmalwertes versu&t man eine m/igli&st geradlinige Anordnung 
der eingetragenen Punkte zu errelchen. Loo = 300 cm 

von Tafeln erhebli&e Miihe, die bei Benutzung eines Computers entfiillt. Naturgem~ig 
mug bei der Auswertung der Iinealisierten Funktion -con den drei Parametern einer 
vorgegeben und durch Iteration sein optimaler Weft ermittelt werden. Auch in die- 
sere Fall erscheint die Variierung des Maximalwertes (Yoo) als BezugsgrSge das giin- 
stigste Verfahren. Aus ihm wird in (ln Yoo-ln y) far die einzelnen Megwerte (y) ge- 
bildet. 

Bei der graphis&en Darstellung (Abb. 3) tr~igt man auf der Abszisse die linearen 
Alterswerte ab und ordnet ihnen die ermittehen Werte fiir In (ln Y-In y) zu. 

Bei ZUCKER & Zuciirl~ (1941) findet sich eine b eachtenswerte Schreibweise der 
GoMwRTZ-Funktion: 

y = Yo~ • e - e - c  (~ - ~0) (15c) 
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in B 
Es ist: To -- ~ also nach (16) der Wendepunkt der Kurve. 

Zur approximativen Bestimmung der Parameter der GoMv~RTz-Funktion hat 
wohl BAGENAL (1955) als erster darauf hingewiesen, dag sie sich auf einen der FORD- 
WALFO~D-FormeI entsprechenden Ansatz zuriickfiihren l~igt, in dem an die Stelle der 
linearen Werte deren Logarithmen treten" 

log y(n+2) = log a + b • log yn (17a) 

Hieraus ergibt sich als MaximalgrN~e: 

log a 
log Yoo I - -  b (17b) 

Yoo 
Die Dimension beim Wendepunkt ist: - -  

e 
-- 0,368 • Yoo 

D i e  l o g i s t i s c h e  F u n k t i o n  

Die logistische Funktion (V~RmJLST 1838) ist ebenfalls der BevNkerungsstatistik 
entlehnt. Mi,t den yon mir benutzten Symboten hat sie die Form: 

Yoo 
Y = 1 + b • e - k "  ~ (18) 

Ihre linealisierte Form ist: 

In Yoo - -  y -- in b - -  k "T (18a) 
Y 

Die Iteration erfolgt wieder mit variierten Werten yon Yoo. Die Funktion besitzt einen 

bei Yoo/2 gelegenen Wendepunkt, sein Zeitpunkt ist gegeben durch: ~n b Da der 
k ' 

Wendepunkt yon Wachstumskurven - sofern vorhanden - allgemein sehr £riih liegt, 
haben die Tiere zu diesem Alter nicht die H~iltte der beobachteten Maximaldimension 
erreicht. S&on aus diesem Grunde mug man die allgemeinere Anwendbarkeit der logi- 
stischen Funktion als Wachstumsmodell in Frage stellen. 

D i e  R e z i p r o k f u n k t i o n  

In den drei zuvor besprochenen Funktionen wird die mit zunehmendem Alter sich 
vermindernde Wa&stumsgeschwindigkeit - wenn au& im einzelnen in vers&iedener 
Form - dur& den Abs;tand der jeweiligen Gr~Sge yon einer maximal erreichbaren 
Dimension bes&rieben. 

Eine andere M~Sglichkeit der Wiedergabe der Abnahme der Wachstumsgeschwin- 
digkeit besteht darin, dab man sie als Funktion eines reziproken Alterswertes darstellt. 
Diesen Weg scklt~gen erstmalig wohl ZUCK~R & ZUCKER (1941) zur mathematis&en 
Bes&reibung des Gewi&tswachstums yon Ratten ein. Unabhiingig hiervon leitete i& 
das gleiche Prinzip aus den Daten des Wa&srtums eines Fis&es ab (KROc~R 1962, 1964), 
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fiihrte hierbd allerdings eine wesentli&e Verbesserung der Funktion ein. Das in den 
Wachstum, stabellen angegebene Alter wird yore Zeitpunkt der Geburt ab ber.e&net. 
Ich bezeichne das Geburtsatter in meiner Fassung der Funktion mit Z. Bd der Geburt 
- also im Alter Null - hagen die Tiere aber schon dne gewisse Dimension und dn  ge- 
wisses praenatales Alter. Das Gesamtalter setzt sich also zusammen aus dem prae- und 
dem posmatalen Alter. Daher ist es nut sinnvoll, das Geburtsalter um einen additiven 
AIterswert zu erhShen, um das rechnerische Gesamtalter darzustellen. BAGENAL (1955) 
und sp~iter BEV~RTON & HOLT (1957) haben daher konsequenterweise die ursprtingliche 
B~r, TaLANrrY-Funktion durch Einfiihrung des Zo-Wertes modifizi.ert, der mathematisch 
ebenfalls ein praenatales Alter wiedergibt. 

Einen Zo entsprechenden Parameter enthiilt auch die Reziprokfunktion. I& habe 
ihn mi,t ~: bezeichnet. Dieses mathematis&e praenatale Alter stellt aber eine reine 
RechengrSt~e dar und daft nicht ein.em biologis&en praenatalen Alter glelchgesetzt 
werden. 

ZUCKEI~ & ZUCK~R (1941) batten bei ihren Auswertungen rein willkiir]i& das 
Alter der Ratten vom Zeitpunkt der Konzeption an gerechnet. In einer friiheren Ver- 
5ffentli&ung (KROGER 1965) beschrieb ich drel Verfahren, die zur Sch~itzung des Wer- 
tes yon ~- dienen kSnnen: ein graphis&es Verfahren, ein Verfahren, das auf der Aus- 
wertung yon drei Megpunkten dient und ein drittes Verfahren, das Prof. Dr. GILL- 
BXmHT, Hamburg, vorschlug, zwar alle Megpunkte beriicksichtigt, aber einen wesent- 
lich hSheren Rechenaufwand erfordert und au& keine endgiiltige LSsung liefert. 

Fiir die Reziprokfunktion wlihlte ich die Form: 

Y~ 
y = ~ ( 1 9 )  

N z+¢ 

(y = Dimension; Y~ = Maximaldimension; N = Geschwindigkeitskonstante; Z = 
Geburtsalter; g = additiver Alterswert). 

Das in die Bere&nungen eingehende Alter setzt sich aus dem Geburtstalter Z und 
dem additiven Alterswert g zusammen. Der r eziproke Wert dieser Summe bildet den 
Exponenten der Geschwindigkeitskonstante. Die jeweilige Dimension ergibt sich als 

t 

Quotient aus der MaximalgrSf~e Yoo und dem Exponentialglied N 7, + *. Man findet bei 
dleser Funktion durchweg hShere Werte fiir die Maximaldimension als bei der Brtt- 
TaLAIVFrY- und Go~aI, ritTz-Funktion. 

Die Auswertungen beruhen durchweg auf der logarkhmierten Funktion: 

1 
log y = log Yoo - - -  • log N (20) Z + g  

Sie liegt auch der graphischen Darstellung zugrunde. Bei ihrer Durchftihrung (Abb. 4) 
tr~igt man zun~,ichst in einem semilogarithmischen Koordinatenpapier auf der Ordinate 
eine lineare Hilfs-Skala ab, die den Bereich der Dezimalwerte der reziproken Alters- 

1 werte ( 7 7 T )  umfa:gt. In diese Hilfs-Skala setzt man nun die einzelnen reziproken 

Alterswerte ein und tr~igt tiber ihnen die Logarithmen der Megwerte ab. Hat man 
einen zutreffenden additiven Alterswert eingesetzt, liegen die Mef~punkte n~iherungs- 
weise auf einer Geraden. Zeigt die Anordnung der Megpunkte eine Kriimmung, hat 
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man einen ungiinstigen ~-Wert gewiihh und kann versuchen, dutch einen anderen 
~-Wert eine bessere Ann~iherung an die Geradlinigkeit zu errei&en. Diese graphische 
Bestimmung des ~-Wertes stelh ein einfa&es Verfahren zur grN~enordnungsm~igigen 
SchS.tzung dieses Parameters dar, die als Ausgang far die exakte Bestimmung dienen 
kann. 

Das re&nerische Verfahren zur Bestimmung eines N:,iherungswertes fiir das addi- 
tive Alter geht yon Glei&ung (20) aus. Dur& Muhiplikation mit (Z+~) entfernt man 

7 0 0 -  

5 0 0 -  

--°~ 100 

c 
1,4 

5 0  

. . . . . . . . . . . . . .  r . . . . . . . . .  Y m a x , -  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . [ 2 . ~  

X*~ o . .  - 
. o  "q'" 

a- 

1 

o,1, o, Io o o9 ,0,°8 0,°7 o, o0 o I5 o,f  0,03 o, o2 ool o, oo 
1 0 . 1 . . ~  I I I I I t ~ L r  I I I I I I 1 I _ l ._._. ,  I 1 ~_A 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4  
J a h r e  

Abb. 4: Graphische Darstellung der Reziprokfunktion fiir die Daten der Abbildung 1. Auf der 
Ordinate eines semilogarithmisch unterteilten Koordinatensystems fertigt man eine Hilfsskala 
an, die den in Dezimalbriichen ausgedriickten Bereich der reziproken - u m  das additive Alter 
erh6hten - Alterswerte umfath. Durch Verschiebung der Alterswerte kann man einfach eine 
F-nderung des additiven Alters erreichen. Uber den einzelnen Alterswerten tr~igt man die 
Logarithmen der Met~werte ab. Bei passend gew~ihhem ~" ergibt si& elne geradtinige Anord- 

hung der Punkte. ~" = 7,0 

den Bruch und gewinnt die erste Bestimmungsgleichung. Diese multipHziert man einmal 
mit den Alterswerten und zum anderen mit den Logarithmen der Mel3werte und erh~ih 
auf diese Weise die beiden anderen Gleichungen, die zur Bestimmung der drei Para- 
meter erforderli& sind, die in der iibllchen Weise erfolgt. Die auf diesem Wege ermit- 
telten Parameter stellen aber nur N~iherungen dar. Daher soll nur die L6sung fiir den 
additiven Alterswert gegeben werden. 

Die Berechnung erfordert folgende 7 Summenwerte und die Anzahl n der Werte- 
paare: 

Z Z  Z l o g  y Z Z  " (log y)~ Z Z  " log y 
Z Z 2 Z (log y)~ 2' Z ~ • log y 
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Aus diesen Summenwerten berechnet man dann: 

SZZ = Z Z 2 - -  

Sxy = X ( l o g  y)2 

SZy = X Z  " log y - -  

Szzy = X Z 2 • log y - -  

SZyy = Z Z "  (log y)2 

Es ist dann:  

( Z  z) z 
n 

(Z tog y)2 
n 

Z Z  • Z l o g  y 
n 

Z Z  • X Z  • log y 
n 

Z l o g  y • X Z  " log y 

SZZy • 8Zy - -  Szyy • SZZ 
= ( 2 1 )  

Szy " Szy - - S y y "  SZZ 
Es eriibrigt slch, die beiden anderen Parameter  auf diesem Wege zu errechnen. Der 
N{iherungscharakter der auf mathematisch exakter Basis bestimmten Pararnter beruht 
darauf, daft die Regressionsberechnung dutch die unvermeidlichen Abweichungen der 
Megwerte yon den mathematisch korrekten stark beeinflugt wird. 

Ausgehend yon dem ermittelten N~iherungswert des addit iven Alterswertes ge- 
Iangt man dutch Iteration zu den optimalen Parameterwerten auf der Grundlage der 
Gleichung (20). Ben~Stigt werden hierfiir die Summenwerte, die zur Vereinfachung mit 
Zx ,  X y  und Z x y  bezeichnet werden. 

1 1 
27 x = X - -  X y = Z log y v xy = .S - -  • log y z + ~ -  z + ¢  

I 
Z x 2  = ( Z + ~ )2 .Sy2 = X( Iog  y)2 

Aus ihnen werden wiederum in der oben beschriebenen Weise die Zwischenwerte: 

Sxx, Syy und S~ r gebildet. 

Tabelle 2 

BerechnungsbeispM fiir die Summenbitdung bei der Bestimmung der Parameter der Reziprok- 
funktion nach Daten yon BAa~NAL (1966) flir das LSmgenwa&stum der d c~ yon Hippo- 

glossoides platessoides 

Alter Meg- log log ~ 
(Jahre) wert Z + ¢- Megwert MeBwert 

~ '= 0,8 
Z (cm) x x*" y y= 

x ' y  

1 1 0 , 5  0,55555 0,30864 1,02119 1,04283 0,56733 
2 t3,5 0,35714 0,12755 1,13033 1,27765 0,40369 
3 1 5 , 3  0,26315 0,06925 1,18469 1 , 4 0 3 4 9  0,31176 
4 1 6 , 3  0 , 2 0 8 3 3  0,04340 1 , 2 1 2 1 9  1 , 4 6 9 4 0  0,25254 

Z x  = ~Vx~ = ~ , y =  ~Vy~= Z x ' y  = 
1,38417 0 , 5 4 8 8 4  4,54840 5,19337 1,53532 
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Es ist dann:  

Sxy (22) log N - Sxx 

Z y  + log N .  5 x  
log Yoo = (23) 

ri 

Das Vorgehen bei der Auswertung yon Daten auf der Basis der Reziprokfunktion 
soll an einem Beispiel erliiutert werden. Zun~ichst bildet man die Summenwerte gem~ifl 
Tabelle 2 urld ass ihnen die Zwischenwerte. 

Es ist dann: 

1,38417 ~ 
4 - 0,54884 - -  0,47898 Sxx = 0,54884 

Sxx = 0,06986 

Sxy = 5,19337 - - -  

Sty = 0,02138 

Sxr = t,53532 

Sx.v = - -  0,03862 

4,54840s 
4 " = 5,19337 - -  5,17199 

1,38417 • 4,54840 
4 = 1,53532 - -  1,57394 

0,03862 
log N - 0,06986 --  0,55282 

4,5484 + 1,38417 • 0,55282 
log Loo = 4 = 1,32840 

Loo = 21,3 cm 

Fiir den Korrelationskoeffizienten ergibt sich' 

0,03862 0,03862 

r = l /0 ,06986  • 0,02138 0,03865 

r = 0,99923 

Die Standardabweichung der Logarithmen ist" 

+ | / 0 , 0 2 1 3 8  m 0,55282 • 0,03862 _ + 1/0,0000~ ~-~-0,00574_ 8 .... 
Slog 

- ~ /  4 - - 3  - 

n u m  S l o ¢ =  + 1,013 

s,/0 = _+ 1,013 • 100 - -  100 

s°/o = _+ 1,3 

Wie man sieht, kann man aus dem Numerus der Standardabweichung der Logari th-  
men die prozentuale Abweichung leicht ohne Berechnung direkt ablesen. 

Hiermit  ,sind die optimalen Parameter  zu dem vorgegebenen ~-Wert und die zu- 
gehSrigen Streuungsmasse bestimmt. Bei der  Reziprokfunkt ion k/Snnen beide gleich- 
wertig zur Beurte~Iung der Ann~iherung an die Melgdaten dienen. Dutch Variat ion yon 

sucht man ihr Optimum. 

Man darf  sich nicht dadurch beirren lassen, dai~ die fiir das addit ive Alter  ermit- 
telten Zahlen in keiner Weise dem Erwartungswert  fiir ein praenatales Alter  entspre- 
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chen. Es handelt sic& bei dem ~-Wert um einen rein mathematischen Parameter, dessen 
Aufgabe es ist, die Kriimmung der Wachstumskurve zu simulieren. 

Zur Auswertung kommen fast ausschIiegIich Daten fiir das postnatate Wachstum. 
Nach den bislang vorl~egenden Erfahrungen haben die hierfiir in Wachstumsfunktio- 
nen einzusetzenden Parameter keine Gtiltigkeit ftir das larvaae und embryonale Wa&s- 
turn, obwohI auch diese Entwi&lungsphasen durch die Reziprokfunktion darges,ellt 
werden k~nnen. Es gelten in diesem Falle aber andere Parameter, insbesondere ist der 
Wert fiir das additive Alter wesentli& niedriger. 

Die Funktion schliegt einen im Anfangsteil gelegenen Wendepunkt ein und ent- 
spri&t dadur& dem allgemeinen Verlauf yon Wachstumskurven. Sie gestattet daher 
auch die Darstellung yon Daten, die in ihrem Verlauf ein Wachstumsmaximum aufwei- 
sen. Die Lage des Wendepunktes bere&net sich aus den Parametern zu: 

in N 
- -  $ = 1 , I 5  • l o g  N - -  $ ( 2 4 )  7,Wendepunki; 2 

Die Wiedergabe yon Gewichtsdaten - auch wenn sie einen Wendepunkt enthalten - 
bereitet daher keine S&wierigkeiten. 

Der ents&eidende Parameter der Funktion ist der additive Alterswert ~'. Von 
ibm hiingen der Wert der MaximalgrSge und der Geschwindigkeitskonstante (log N) 
ab. Beide Parameter nehmen einen um so grSgeren Wert an, je hSher ~ ist. Besonders 
deutlich zeigt log N diese Abh~inglgkeit. Auf diese Weise ~indert sich der Quotient 

log ?~nur retativ wenig in Abh:,ingigkeit yon ~ und hierdur& erkl~irt si&, daft ni&t 

allzu scarke Abweichungen yon g yore optimalen Wert die Ann~iherung an gegebene 
Daten ni&t sehr erheblich b eeinflussen. Da fiir einen eindeutigen VergMch yon Wachs- 
tumsparametern die Ubereinstimmung des ~-Wertes unabdingbar ist, kann man bei 
ni&t zu stark differierenden ~-Werten im Bedarfsfall einen Mittelwert einsetzen. 

Der wenig kritische Charakter des ~'-Wertes macht daher au& bei seiner Angabe 
eine hohe Stellenzahl wenig sinnvoll. Zwei Zahlen sind fast immer ausrei&end. 

Von besonderer Bedeutung ist bei der Reziprokfunktion ihre definierte Beziehung 
zur allometrischen Funktion, die welter unten ausfiihrlicher behandelt wird. 

E i n  I n t e r p o l a t i o n s v e r f a h r e n  

Bei der iterativen Berechnung erh~lt man den Bezugsparametern - ~" oder Loo - 
zugeordnete Streuungsmage. Mit der Anniiherung an den optimalen Weft steigt der 
Korrelationskoeffizient bzw. fiillt die Standardabweichung. Uberschreitet man das 
Optimum, so verschlechtern sich wieder die Streuungsmage. Stellt man diese Beziehung 
graphisch dar, so erh~ilt man eine Kurve mit einem Minimum bzw. einem Maximum. 
Begrenzte Abschnitte dieser Kurve kann man durch eine Gleichung zwdten Grades 
u~ihern: u = a - v ~ - -  b • v + c (25a) 
In dieser Gleichung soll u das Streuungsmag und v die Bezugsgr~Sge darstellen. Durch 
Differentation dieser Gleichung erh~ilt man: 

d u  
2 a . v - - b  

d v  
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Die Lage des Wendepunktes ergibt sich, wenn man den Differentialquotien~ten gleich 0 
setzt. Also 

d u  
- 2a - v - -  b = O (25b) 

d v  

b 
V W e n d e p u n k  t - -  2a 

Ftir die Bestimmung der Parameter der Gteichung (25a) benStigen wit drei Werte- 
paare: ul und vl, u-2 und v2, u3 und v3. Zwischen diesen Werten wird der optimale 
Wert erwartet. Es ist dann: 

(~ l  - -  u~) • ( ~ i  ~ - ~a ~) - -  (ul  - -  ha) • ( v l  ~ - -  v~2) 
Uwenctepunkt = 2 • ([Vi - -  Va] " [Ul - -  Ug] - -  [Vi - -  V2] " [Ul - -  Ua]) (25C) 

Wenn die Spanne der Ausgangswerte um den Optimalwer,t nicht zu grog ist, lie- 
fert (25c) einen sehr genauen Wert fiir die optimale BezugsgrSge. Er i st abet auf jeden 
Fall zu kontrollieren und im BedarfsfaI1 das InterpolationsverlCahren in einer engeren 
Spanne zu wiederholen. 

VERGLEICH DER FUNKTIONEN 

D i e  N ~ i h e r u n g  an  d i e  M e l ~ w e r t e  

Ohne Zweifel stellt die m5glichst weitgehende Ann~iherung der aus den Funk- 
tionen sich ergebenden Werte an die Megdaten eine sehr wichtige Forderung dar. Als 
quantitativer Ausdru& erscheint die aus der Differenz der Logarithmen sich ergebende 
prozentuale Standardabweichung (s0/0) als ein sehr geeigneter Ausdru&, der nicht nur 
ein anschauliches Bild yon der Gate der Wiedergabe vermittdt, sondern auch einen 
Vergldch zwischen Arten unterschiedlicher GrSge zul~iBt und zu statlstischen Magzah- 
len in Beziehung gesetzt werden kann. Die prozentuale Standardabweichung wurde 
in gMcher Weise fiir alle 4 Funktionen errechnet und lieferte dadurch eine exakte Ver- 
gleichsm5glichkeit. 

Der Korrelationskoeffizient l~iuE nut bei der Reziprokfunktion der Standard- 
abweiehung parallel, bei den anderen Funktionen weichen die Aussagen voneinander 
ab. Das riihrt daher, dag bei ihnen nicht die Dimension selbst als eine Funktion des 
Alters dargestellt ist, sondern ein Abstand yon der Maximaldimension. 

Das Bemiihen, eine vollstiindige Ubereinstimmung zwischen berechneten und ge- 
messenen Werten herzuitellen, ist sinnlos, da die Meflwerte Mittel aus Stichproben sind 
und dadurch keine eindeutigen Zahlen darstellen. Durch die Standardabwdchung be- 
ziehungsweise den Variationskoeffizien~en kann man den Bereich abgrenzen, innerhalb 
dessen vermutlich der wirkliche Mittelwert liegt. Daher kann man dann die N~iherung 
einer Funktion als befriedigend ansehen, wenn der Megwert innerhalb der Grenzen der 
Standardabweichung liegt. Leider wird vielfach die Standardabwei&ung der Meg- 
daten nicht angegeben; sie fehlt auch bei den hier verarbeiteten Mel~reihen. Man darf 
aber aanehmen, dag der aus der linearen Standardabweichung sich ergebende Varia- 
tionskoeffizient [Gleichung (6)], der erfahrungsgem~ig ftir die verschiedenen Alters- 
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stufen einen re&t  konstanten Wert  darstellt,  bei der BERTALANFFY- und der Rez iprok-  

funkt ion  in den g eteseeten Beispielen in keinem Fall  i ibers&rit ten wird.  Die  GoM- 

wRTz-Funk t ion  l ieferte beim Steinbutt  weniger  befr iedigende Ergebnisse, durchweg 

unzul{issig hohe Abweichungen lieferte die logistis&e Funkt ion.  Die  drei ersteren Funk-  

t ionen ers&einen daher  zur  Simulat ion yon  Wachstumskurven geeignet. Z u m  Tell  

diirffe es yon Zuf~ll igkeiten in den Wa&stumsdaeen abh~ngen, we l&e  Funkt ion  ein 

besseres Ergebnis tiefert.  Die  opt~male N~iherung an gegebene Zahlenreihen in einzel- 

hen F{illen stellt  kein eindeutiges Kr i t e r ium fiir die Beurtei lung einer Funkt ion  dar. 

Man  da f t  a u &  annehmen, dag andere, bier n i&t  berii&sichtigte Formeln  sich zur  Be- 

schreibung yon Wachstumskurven eignen. 

Tabelle 3 

Vergleich der Ergebnisse der Auswertungen nach den Funktionen yon GOMW.:RTZ (1825) und 
yon BrRTALAI'rFFY (1934, 1951, 1960, 1968) und der Reziprokfunktion (KR/2G~R 1962, 1965) 
am Beispiel des Liingenwachstums des Thunfisches ((~ •) (rhunnus thynnus) nach Daten yon 

S~LLA (1929) 

Alter 

GOMPERTZ - BERTALANFFY- R e z i p r o k -  
Meg- Wa&s- Funktion Funktion funktion 

turns- Ab- berech- Ab- berech- Ab- werte rate berech- weichung weichung weichung 
(kg) (kg) net o/° net o/° net o/° 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

64,0 64,4 + 0,7 63,2 - -  1,3 63,3 - -  1,1 
17,5 

81,5 80,1 - -  0,6 82,7 + 1,4 81,9 + 0,5 
16,0 

97,5 98,4 + 0,9 101,1 + 3,7 100,2 + 2,8 
20,5 

118 116,1 - -  1,6 118,7 + 0,6 118,0 + 0 
18,0 

136 133,7 - -  1,7 135,3 - -  0,5 135,0 - -  0,7 
17,0 

153 150,8 - -  1,5 151,0 - -  1,3 151,2 - -  1,2 
16,0 

169 167,0 - -  t,2 166,0 - -  1,8 166,4 - -  1,5 
13,0 

182 182,2 + 0,1 180,2 - -  1,1 180,8 - -  0,7 
13,0 

195 196,2 + 0,6 193,6 - -  0,7 194,3 - -  0,4 
11,0 

206 209,0 + 1,5 206,3 + 0,2 206,9 + 0,5 
10,0 

216 220,6 + 2,I 218,4 + 1,1 218,9 + 1,3 
11,0 

227 230,9 + 1,7 229,9 + 1,3 230,0 + 1,3 
12,0 

239 240,0 + 0,4 240,8 + 0,7 240,6 + 0,7 
15,0 

254 248,1 - -  2,3 251,0 - -  1,2 250,5 - -  1,4 

Lo~ -= 300 Loo = 440 Loo = 547,9 
In b = 0,5915 K = 0,0531 log N = 6,9343 
c = 0,1609 To = 1,9186 ~ = 6,4 
s% = 1,55 s0/0 = 1,64 solo = 1,36 
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Zun~ichst soil unter  Zugrundelegung der als optimaI ermktel ten Parameter  f ib  d~s 
Wa&stum des Thunfisches (Thunnus thynnus) ein Verglei& der Funk t ionen  du r&-  
geftihrt werden. Ich w~ihle dieses Beispiel, well es eine recht weite Altersspanne umfat~t 
und zueinander  geh5rige Da ten  fiir das L~ingen- und  Gewi&tswachstum bietet. Eine 
gewisse St6rung f i b  die Auswer,tung kSnnte  da rau f  beruhen,  daft in den Da ten  f ib  das 
Gewi&t  die Ges&lechter zusammengefat~t sin& 

In  den Tabel len  3 und  4 sind die aus den angegebenen Parametern  sich errechnen- 
den Einzelwerte und  ihre prozentuale  Abwe i&ung  yon  den Metgwerten angegeben. 
Diese ausftihrli&e D a r s t d l u n g  erfolgt, um ein Hares Bild yon  der Ann~iherung an die 
Da ten  zu bleterl. Die besten Ni iherungen iieferte die Reziprok£unkt lon  mit  einer pro-  
zentua len  Standardabweichung yon  1,36 °/o f ib  die L~nge und  yon  3,20 O/o f ib  das Ge- 

Tabelle 4 

Vergleich der Ergebnisse der Berechnung des Gewichtswachstums des Thunfisches nach den 
Funktionen yon GOMPERTZ, BERTALANFFY und der Reziprokfunktion anhand der Daten yon 

SELLA (1929) 

Alter 

Meg- Wachs- GOMPERTZ-  BERTALANFFY- Reziprok- 
Funktion Funktion funktion 

werte turns- Ab- Ab- Ab- 
rate berech- weichung berech- weichung bere&- weichung 

(kg) (kg) net o/° net o/° net o/° 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

4,4 4,7 + 5,7 4,3 - - 3 , 4  4,5 + 1,3 
5,1 

9,5 8,9 - -  6,4 9,2 - -  3,0 9,1 - -  3,8 
6,5 

16 15,6 - -  2,8 16,7 + 4,0 16,3 + 2,0 
9 

25 25,2 + 0,8 26,8 + 7,1 26,3 + 5,4 
t5 

40 38,3 - -  4,4 39,7 - -  0,8 39,3 - -  1,6 
18 

58 54,8 - -  5,5 55,4 - -  4,5 55,4 - -  4,6 
18 

76 74,8 - -  1,6 74,0 - -  2,7 74,3 - -  2,3 
19 

95 97,8 + 2,9 95,2 + 0,2 95,9 + 1,0 
25 

120 123,2 + 2,7 119,1 -- '0,8 120,1 + 0 
25 

145 150,5 -k 3,8 145,4 - -  0,3 146,5 + 1,0 
25 

170 178,8 + 5,2 174,0 + 2,3 174,8 + 2,8 
30 

200 207,4 + 3,7 204,7 + 2,3 204,9 + 2,5 
35 

235 235,9 + 0,4 237,3 + 1,0 236,5 + 0,6 
45 

280 263,5 - -  5,9 271,7 - -  3,0 269,3 - -  3,8 

Woo = 530 kg Woo = 2197 kg Woo = 3813 kg 
In b - 1,7026 K = 0,04283 log N = 24,63102 
c = 0,147211 T o = 2,1094 ~" = 7,4 
SOlo = 4,80 s% = 3,55 s% = 3,20 
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wicht. Etwas weniger gut erweist sich die GoMvEI~Tz-Funktion mit dnem so/, yon 
1,55 % bei der Wiedergabe des Liingenwachstums, ist abet der Bm~TALaNrrY-Funktion 
mit einem s0/o yon 1,64 % eine Kleinigkeit iiberlegen. 

Die Einzelwerte lassen einen deutli&en Unters&ied in der Interpretation des Kur- 
venverlaufs erkennen. W~ihrend die BrP.TAI~ANFr:C- und die Reziprokfunktion hinsicht- 
li& GrN~enordnung und Vorzeichen weitgehend parallel zueinander verlaufen, ergibt 
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Abb. 5: Vergleich der logarithmischen (relativen) Kurven far das L~ingenwachstum yon Thun- 
fisch und Steinbutt nach Daten yon SrLLA (1929) und ME>mI (1963). Im Gegensatz zu der 
schwa& gekriimmten Kurve des Thunfisches zeigt die Kurve fiir den Steinbutt im Anfangsteil 
eine starke Kriimmung auf. Diese Unterschiede spiegeln sich auch in den mathematischen 

Parametern wider 

sich ein erheblicher Unterschied bei der GoMwt~Tz-Funktion. Bei den beiden zuerst 
genannten Funktionen findet sich eine ganz aus dem Rahmen herausfallende maximale 
gleichsinnige Abweichung in der Altersstufe 3. Dieser Wert wird durch die GOMVEI~TZ- 
Funktion sehr gut wiedergegeben. Das Maximum der Abweichungen findet sich bei ihr 
in der Ahersstufe 11. 

Bei der Wiedergabe der Gewi&tsdaten liefert die BEl~TaLANFFY-Gewichts-Funk- 
tion mit einer Standardabweichung yon 3,55 °/o ein nut unwesentli& schlechteres Ergeb- 
nis als die Reziprokfunktion mit einem s0/0 yon 3,20%. Demgegentiber ist die Ge- 
wi&ts-Wiedergabe dur& die GoMe~l~Tz-Funktion mit so/, = 4,80 °/0 merkli& schle&- 
ter. Es ist hierbei zu berii&si&tigen, dat~ in der durch die Messungen erfaf~ten Alters- 
spanne die L~ngenwerte nur um das 4fa&e anwachsen, der Faktor fiir das Gewi&ts- 
wa&stum aber 64 betr~igt. Die mathematis&en Anforderungen an eine Funktion wa&- 
sen verst~indli&erweise mit dem Umfang der Zuwa&sspanne. Wenn au& vermutlich 
die GoMvm~Tz-Funktion bei den Gewi&tsdaten no& innerhalb ihres Streubereiches 
bleibt, so s&einen do& die beiden anderen Funktionen dem wirklichen Wachstums- 
ablauf des Thun n~iher zu kommen. 
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Bei der Iogistischen Funkt ion  lag die p rozentua le  Standardabweichung bei ca. 

15 % ,  bei der D a r s t d l u n g  des Gewichtswachstums versagte  sie voIlst~indig. 

Als zweites Beispiel soll die Dars te l lung des Wachstums des Nordsee-Ste inbut ts  

(Scophthalmus maximus) nach Daten  yon M~NGI (1963) dienen. Die Wachstumskurven 
dieses Fisches weisen im Vergleich zum Thun  eine st{irkere Kr i immung  auf, wie der 

niedere Wef t  yon  ~ der Rez ip rok funk t ion  erkennen l~igt und wle es die Abbi ldung  5 

deutlich macht. 

Bei der D a r s t d l u n g  des L~ingenwachstums erreichen die Rez ip rokfunk t ion  mit  

so/o = 1,54 % und die BERTALANFFY-Funktion mit  einem s0/o = 2 , 0 1 %  durchaus befrie- 

digende N~iherungen 0n die Metgdaten. Die  GoMvEl~Tz-Funktion gibt die Da ten  mi t  

einem s0/, yon 5,87 % wesentlich schlechter wieder .  Bei der Widergabe der Gewichts- 

Tabelle 5 

Vergleich der Ergebnisse der Berechnung des L~ingen-Wachstums der Steinbutt-c~ d nach den 
Funktionen yon GoMPEWrz, v. BgRTALANNF:C und der Reziprokfunktion anhand der Daten 

yon MENOI (1963) 

Alter 

Melt- Wa&s- G O M P E R T Z -  BERTALANFFY- Reziprok- 
Funktion Funktion funktion 

werte tums- Ab- Ab- Ab- 
rate berech- berech- berech- wei&ung weichung weichung (cm) (cm) net 0/° net o/° net o/° 

1 

2 

3 

4 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

12,7 13,98 +10,1 12,79 + 0,7 12,62 - -  0,6 
11,3 

24,0 21,63 - -  9,9 23,t9 - -  3,4 24,47 + 2,0 
7,5 

31,5 28,98 - -  8,0 30,89 - -  1,9 32,13 + 2,0 
6,3 

37,8 35,25 - -  6,8 36,61 --  3,2 37,28 - -  1,4 
4,1 

41,9 40,20 - -  4,1 40,85 - -  2,5 40,94 - -  2,3 
2,7 

44,6 43,90 - -  1,6 43,99 - -  1,4 43,67 - -  2,t 
1,7 

46,3 46,57 + 0,6 46,32 0,0 45,77 - -  1,2 
1,4 

47,7 48,45 + 1,6 48,04 + 0,7 47,43 - -  0,1 
0,6 

48,3 49,75 + 3,0 49,33 + 2,1 48,79 + 1,0 
1,2 

49,5 50,64 + 2,3 50,28 + 1,6 49,91 + 0,8 
1,0 

50,5 51,25 + 1,5 50,97 + 0,9 50,86 + 0,7 
1,3 

51,8 51,66 - -  0,3 50,97 + 0,9 51,66 - -  0,3 
0,2 

52,0 51,93 - -  0,1 51,89 - -  0,2 52,36 + 0,7 
0,3 

52,3 52,12 - -  0,3 52,18 - -  0,2 52,97 + 1,3 

Lo~ = 52,5 cm L~.~ = 53,0 cm Loo = 61,82 cm 
In B = 0,6803 K = 0,2991 log N = 0,9661 
C .... 0,4002 r~ = + 0,076 ~" = 0,40 
sv0 = 5,87 % s0/0 = 2,01% so/0 = 1,54 % 
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daten ist der Unters&ied zwis&en der Reziprokfunktion mi.t s0/0 = 3,31 0/0 und der 
GolvivERTz-Funktion mit s0/0 = 4,19 0/0 nicht so stark. 

Von einer Auswertung na& der Bm~Tm~ANFFY-Gewichtsfunktion habe i& in die- 
sem Fatle Abstand genommen, da die fiir ihre Anwendung unabdingbare Forderung 
ni&t er£iitlt ist, dag der Wert des allometris&en Exponenten £iir die Liingen-Gewichts- 
beziehung in der N~he yon 3 liegt. Er errechnet sich aus den Daten yon MENGI zu 2,23 
fiir die d d und zu 2,48 ftir die q)~. Man kann in einem so,l&en Fall zwar au& mit 
der BrRTALANrrY-Funktion arbeiten, wenn man den gefundenen allometrischen Expo- 
nenten einsetzt, do& erscheint mir dieses Vorgehen recht umst~indli& und wenig sinn- 
vdl.  Dieses Beispid zeigt, daig die B~i~TALANFFY-Gewichtsfunktion streng genommen 
einen vierten Parameter enth~ilt. Vor allem ma&t das Beispiel des Steinbu,tts die weit- 
gehende Anpassungsf~ihigkeit der Reziprokfunktion an die vers&iedensten Wachstums- 
kurven deutli&, da sie in allen F~illen die besten N~iherungen liefert. 

HOHr~DoRFr (1966), der die Abwei&ung des Exponenten der L~ingen-Gewichts- 
beziehung vom hypothetischen Wert 3 ni&t bea&tete, re&nete - um trotzdem 
zu einem Ergebnis zu kommen - die Gewichtswerte yon MENGI (1963) in Liingen- 
werte urn, die nicht mit den Megwerten yon MENGI iibereinstimmen. Die bei den Ge- 
wichtsdaten yon MrNGI fehlenden ersten Altersstufen ersetzte er durch Ermessens- 
werte. Um die Abweichung seiner Zahlen yon den Originaldaten zu tarnen, setzte er 
um ein halbes Jahr erNihte Alterswerte ein. 

V e r g l e i c h  d e r  P a r a m e t e r w e r t e  

Die bespro&enen Funktionen weisen in ihrem Aufbau gew~sse 121bereinstimmun- 
gen auf und enthalten Parameter, die in ihrer Funktion vergli&en werden k6nnen. 
Eine Gegeniiberstellung ihrer numeris&en Werte ers&eint yon Interesse und fiir das 
Verst~indnis der Funktionen wertvoll. 

Der MaximaLwert 

Die in den berti&sichtigten Funktionen enthaltene Maximalgr6i~e ist am Ieichte- 
sten einer verst~indlichen Interpretation zug~ingig. Sie stellt die Dimension dar, der sich 
das Wachstum bei zeitlich unbegrenztem Wachstum n~ihern wiirde, also die Dimension 
ftir den Alterswert oo. t-Iierfiir ergeben sich aber in Abh~/ngigkeit yon der mathema- 
tischen Formulierung sehr unterschiedliche Werte. Die Maximaldimension stellt also 
keine eindeutig feststellbare Gr/5t~e dar. Fiir die Maximal-L~inge errechnet rich aus der 
Gom, Ll~Tz-Funktion fiir den Thun 300 cm, aus der B~i~TALAz~,~rY-Funktion 440 cm 
und aus der Reziprokfunktion 548 cm. Man findet also sehr erhebliche Unterschiede, 
und es scheint allgernein zu gelten, daig die GoMvEr.Tz-Funktion die niedrigsten und 
die Reziprokfunktion die hiSchsten Maximalwerte liefert. Man darf daraus schliegen, 
dat~ die durch die GoMvEl~Tz-Funktion dargestellte Kurve eine st~irkere Kriimmung 
aufwelst und dadur& si& eher dem Maximalwert n~ihert. Im vorliegenden Fall liegen 
die Maximalwerte aller drei Funktionen erhebli& oberhalb des Endwertes der zu- 
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grunde liegenden Megreihe, was nicht immer der Fall ist. Der Maximalwert der GOM- 
wlvrz-Funktion stdlt si&er ni&t die obere Grenze des Liingenwa&stums der Thun- 
fische dar, kann also nut als eine Anpassung an die spezielle Zahlenreihe angesehen 
werden. Der allgemein sehr viel h6her liegende Maximalwert der Reziprokfunktion 
unterliegt weniger der Gefahr, daft ihn Beoba&tungswerte iibers&reiten. 

Das Maximalgewi&t der GoMwv.Tz-Funktion yon 530 kg entspricht n~iherungs- 
weise dem Wert, der si& aus der Maximallgnge ha& der allometrischen Beziehung 
erre&nen wiirde. Das in die Gewi&tsformel der BERTASANFrY-Funktion einzusetzende 
Maximatgewi&t yon 2197 kg liegt unverglei&Iich h~Sher. Das aus der Maxima ll~inge 
si& ergebende Gewi&t w~re 1400 kg. Noch h6her erre&net si& das Maximalgewicht 
der Reziprokfunktion mit fund 3800 kg. Es entspri&t in der Gr~if~enordnung dem Ge- 
wi&t, d as der Maximall~inge zuzuordnen w~ire. 

Die augerordentlich hohen Maximalwerte der Reziprokfunk~ion beim Thunfis& 
ergeben sich aus dem hohen g-Weft, der in diesem Beispiel einzusetzen ist. Bei niedri- 
gen ~--Wer,ten entfernen si& die ermittelten Maximalwerte ni&t so stark yon dem 
h~S&sten Beobachtungswert. Das gilt au& fiir .die beiden anderen Funktionen. 

Einen solcben Wa&stumsablauf bietet der Steinbutt als Beispiel. Im Zusammen- 
hang mit der hohen Wa&stumsrate in den ersten Jahren ergibt sich aus den Daten yon 
MENGI (1963) fiir die Reziprokfunktion ein additiver Alterswert yon 0,4 Jahren fiir 
die d d und yon 0,34 Jahren fiir die 99. Die Maximall~inge ergibt s;& nach der 
BrRTALAaFrY-Funktion far die d d zu 53,0 cm und na& der GoMvrt~rz-Funktion zu 
52,5 cm. Fiir die ~ ergeben sich die beiden Maximall~ingen yon 62,9 cm urid 61,8 cm, 
bei ihnen ist der hiS&ste eingegebene Wert 61,5 cm. Die erre&neten Maximalliingen 
liegen so kurz oberhalb der Werte fiir die Altersstufe 14, die yon MrNGI als letzte 
angegeben ist, dag vorauszusehen ist, dab sie yon glteren Fis&en iibers&ritten wird. 
In der Tat gib~ MENGI als gr~if~te gefundene Fis&Iiingen etwa 55 cm fiir die C~ C5 ~ und 
70 cm far die ~ an. 

Aus tier Reziprokfunktion erre&nen si& die Maximalliingen zu 61,8 cm bzw. 
70,7 cm, erfassen also au& diese H~i&stl~ngen in den F~ingen dies.es Fischbestandes. 
Man kann aber au& diese Zahlen ni&t als H~Schstmage lCiir den Steinbutt ansehen, da 
in der Literatur Fi,s&liingen yon 80 cm und mehr angegeben werden. Es s&eint aber 
das Wachstum des Steinbutt lokale Unterschiede aufzuwdsen, wie die yon Mt~NcI wie- 
dergegebenen Zahlen aus der Untersuchung yon RA~ (1957) zeigen, die eine wesentlich 
h/Shere Wa&stumsrate in s&ottischen Gew~issern erkennen lassen. Die Giiltigkeit der 
erre&neten Parameter bleibt also bes&r~nkt auf die yon MENcI erfagte Population 
in der siidli&en Nordsee. 

Au& die Daten fiir das Gewi&tswa&stum liegen si&, wie wit sehen (Tab. 6), gut 
dur& die GoMwRrz- und die Reziprokfunktion darstellen. Bei ihnen babe i& aller- 
dings Bedenken hlnsi&tlich ihrer unbedingten Zuverl~issigkeit. MENGI bere&nete n~im- 
Ii& die Gewichtswerte seiner Tabelle aus den Liingenmessungen mit Hi,lfe des so- 

genannten L~ingen-Gewichts-Koeffizienten: k = 100.~-3, der aus Bediirfnissen der Pra- 

xis entwi&elt wurde. Diese Formulierung kann man aber nicht als einen geeigneten 
matl~ematischen Ausdru& far die Bes&reibung der L~ingen-Gewi&tsbeziehung an- 
sehen, wie es zumindest in der Regel fiir die allometris&e Funktion (Glei&ung [31]) 
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zutriff[. Diese fordert,  dab die graphische Darstellung in einem doppelt-logarlthmisch 
unterteilten Koordinatensystem eine Gerade liefert, wenn man den Logarithmen der 
L~ingenwerte die Logarithmen der zugeh/Srigen Gewichte zuordnet. 

Tabelle 6 

Verglei& der Ergebnisse der Berechnung des Gewichtswachstums der Steinbutt-c~ (3 na& der 
GOMeER~rZ - und der Reziprokfunktion anhand der Daten yon MENOi (1963) 

Alter 
Me/~- Wachs- 

t L l m s -  werte rate 
(kg) (kg) 

GoMrEl~Tz-Funktion Reziprokfunktion 
Ab- bere&- Ab- berech- weichung weichung 

net o/° net o/° 

1 0,382 

2 0,712 

3 1,04 1,065 -k 2,4 1,044 + 0,4 
0,31 

4 1,35 1,326 - -  1,8 1,354 q- 0,3 
0,30 

5 1,65 1,587 - -  3,8 1,633 - -  1,0 
0,20 

6 1,85 1,839 - -  0,6 1,882 + 1,7 
0,38 

7 2,23 2,076 - -  6,9 2,103 - -  5,7 
0,06 

8 2,29 2,292 + 0,1 2,299 + 0,4 
0,18 

9 2,47 2,486 q- 0,7 2,474 + 0,2 
0,06 

10 2,53 2,657 q- 5,0' 2,630 + 4,0 
0,I2 

11 2,65 2,806 + 5,9 2,771 + 4,6 
0,20 

12 2,85 2,935 + 2,63 2,897 + 1,7 
0,26 

13 3,tl 3,045 - -  2,1 3,012 - -  3,2 
0,10 

14 3,21 3,138 - -  2,2 3,116 - -  2,9 

Woo = 3,6 kg Woo = 5,22 kg 
In B = 7,9243 log N = 3,6353 
C = 0,1984 ~ = 2,2 
s% = 4,19 °/o s% = 3,31 °/o 

Es ist dieses ein sehr einfaches und schnelI durchzufiihrendes Verfahren zur KIlt- 
rung der Frage, ob in einem gegebenen Falle die allometrische Funktion anwendbar ist. 
Tr~igt man in dieser Wdse  die Daten yon MENGI auf (Abb. 6), so ergeben die eingetra- 
genen Punkte eindeutlg eine Kurve, die nur in sehr grober N~iherung durch eine Gerade 
ersetzt werden kann. Der Wert  des Exponenten dieser Regressionsgeraden betriige etwa 
2,2, weicht also stark yon dem Erwartungswert  yon 3,0 ab, wie ihn der  L~ngen-Ge- 

wichts-Koeff~zient voraussetzt. 
Eine hinreichend exakte Darstellung der Daten yon MENGI (1963) dutch die allo- 

me~r[schen L~ingen-Gewichtsbeziehung ist nicht mSglich und gestattet aus diesem 



Zur Mathematik des tierischen Wachstums 533 

Grunde auch nicht eine zuverl~issige Zuordnung der theoretischen Maximalgewichte zu 
den ermittelten Maximall~ingen. 

Da die Brr.TALANFrv-Gewichtsfunktion die Giiltigkeit der allometrischen Bezie- 
hung voraussetzt, habe ich yon ihrer Auswertung abgesehen. HOrI~NDORF (1966) er- 
rechnete fiir die d d das Maximalgewicht zu 3,25 kg. _&us der GoMPEP.Tz-Funktion 
ermittelte i& Woo zu 3,6 kg. Beide Werte stellen mit Sicherheit ni&t einen oberen 
Grenzwert fiir die Nordseepopulation dar. Eher gilt dieses yon den Maximalwerten 
der Reziprokfunktion, die far die d d 5,2 kg betragen und ftir die ~9 12,0 kg. 

t / . 2 , 5  • 

o ~ 

30 40 50 60 
log L#,nge (cm) 

Abb. 6: Doppellogarithmische Darsteiiung der Beziehung zwischen LS.nge und Gewicht beim 
Steinbutt. Die Punkte weichen erheblich yon der erwarteten geradlinigen Anordnung ab. Die 
LS.ngen-Gewichts-Beziehung kann in diesem Falle nicht befriedigend dutch die allometrische 
Funktion beschrieben werden. Die 3teigung der Kurve liegt unter dern Winkel, der fiir den 

Exponen~en 3 zu erwarten w~ire 

Der in den beriicksichtigten Funktionen enthaltene MaximaIwert ergibt sich aus 
der Extrapolation des Kurvenbereichs fiir den Alterswert oo. Ihm n~ihern sie sich, ohne 
dab er realiter erreicht wird. Die H~She des Maximalwertes h~ingt yon der Kurven- 
ges.talt ab, die die Funktion beschreibt. Hieraus erkl~iren sich die unterschiedlichen 
Werte, die wir an unseren Beispielen fanden. Abgesehen yon den F~llen, in denen er 
reali.ter iiberschritten werden kann, besitzen wit keine MSglichkelt, seinen Wert am 
biologischen Material zu kontro.llieren. Man darf die MaximalgrStge der Wachstums- 
funkfionen also nur als eine rein mathematische RechengrSBe auffassen. 

Die Geschwindigkeitskonstante 

Wachstumsprozesse sind dadurch charakter~siert, dat~ die auf die jeweilige GrSt~e 
bezogenen Wachstumsraten kontinuiertich abnehmen. Hieraus ergibt sich die Ann~ihe- 
rung an eine bestimmte Endgr6t~e, wie sie fiir das organische Wachstum kennzeichnend 



534 F. KR/2,GE~ 

ist. Die zutreffende Wiedergabe dies er Wachstumsverminderung stellt das besondere 
Problem der Wachstumsmathematik dar. 

In den besprochenen Funktionen wird dieses durch eine konstant bleibende Ge- 
s&windigkeitskonstante erreicht, zu der ein Glied tritt, das die Abnahme der Wachs- 
tumsraten darstelk. In cler Go~wRTz- und in der BrrcrALANFrY-Funktion wird dieses 
Glied dur& den im Verlauf des Wa&stums 
griiBe gebiIdet. In der Reziprokfunktion 
Alterswert, wie der Name kennzei&net. 

Aus der kontinuierlichen Abnahme der 

sich vermindernden Abstand yon der End- 
iibernimmt diese Aufgabe ein reziproker 

Wachstumsraten, die zudem bei den einzel- 
hen Arten unters&iedli& s&nell ve~l~iufi, folgt, dab man bei Wachstumsproz,essen 
ni&t yon einer eindeutig bestimmbaren Wadlstumsges&windigkeit sprechen kann. Aus 
diesem Grunde stdlen au& die in den Funktionen enthaltenen Ges&windigkeitskon- 
stanten ni&t einen quantitativen Ausdru& f[ir die Wa&stumsgetchwindigkeit dar. Sie 
sind vielmehr rein mathematische Parameter, deren Weft yon der spezidlen Formu- 
lierung abh~ir~gt. 

Die Ges&windigkeitskonstante bildet in der Bm~TALANFFY-Funktion der Para- 
meter K; in der GoMv~RTz-Funktion bezeichnete i& tie mit C und in der Reziprok- 
funktion wird sie dur& den Parameter N w.iedergegeben. Die Ges&windigkeitskon- 
stanten stelten in der graphis&en Darstellung der iine~lisierten Gleichung die Steigung 
der Regressionsgeraden dar. 

Es ist irref[ihrend, die Geschwindigkeitskonstante K der B~RTaLANFFY-Funktion 
in dem Sinne al.s eine Bes&reibung der Wa&s,tumsgeschwindigkeit zu deuten, dat~ 
h6here Wer~te yon K einer h~Sheren Wa&stumsgeschwindigkeit entspre&en (KR/SOER 
I970a, b). Dieter B.efund soll bier dur& ein weiteres Beispid belegt werden. 

Fiir das L~ir~genwachstums der beiden Ges&le&ter des Nordsee-Steinbutts errech- 
hen si& als optimale K-Werte fiir die d d 0,2991 und fiir die ~ 0,2494. Hierna& 
so,llten die Miinnchen eine hghere Wachstumsges&wind~gkeit aufweisen als die Welb- 
chert. Nun ist abet nach M~GI (1963) die Ausgangsgr6ge der beiden Ges&~lech~er mit 
12,7 cm far die erste Altersgruppe iibereinstimmend, aber die M~inn&en err ei&en mit 
14 Jahren nut eine L~inge yon 52,3 cm, wogegen die gleichaltrigen Weib&en 61,5 cm 
messen. Ganz offensi&tlich weisen also .die Weibchen im Gegensatz zu dem niederen 
K-Weft die h~Shere Wachstumsgeschwindigkeit auf. Man kann also die H/She des K- 
Wertes ni&t als eine KennzahI fiir die Wa&stumsgeschwindigkeit ansehen. 

Den mathematischen Ausdru& fiir die Wa&stumsges&windigkeit zu belieb;gen 
Zeiten erh~ilt man durch den Differentialquotienten der Funktion. Flit die B~RTA- 
LANFFY-Funktion (Glei&ung %) ergibt si&: 

d l  Loo • K • e - K (  . . . .  ) (26a) 
d z  

L o o - - 1  
Na& Gleichung (9b) kann man filr e - K  ( . . . .  ) an& L ~  setzen und erh~ilt: 

d l  
= (Loo - -  Iz) • K (26b) 

d r  
In die Beschreibung der Wa&stumsgeschwindigkeit geht also d~e Maximalgrgge 

ein. Da diese fiir ,d~e beiden GeschJechter nicht iiberelnstimmt, kann man auch keine 
vergtei&baren Werxe fiir K erwarten. Gleichung (26b) macht deuflich, dat~ die Wa&s- 
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tumsver, langsamung in der BERTALANFFY-Funktion durch die Differenz zwischen Maxi- 
malwert und errei&ter Gr/Sge dargestellt wird. Forint man Glei&ung (26b) um in 

I d l  
-- K (26c) 

L~ - -  Ir d T 

so erkennt man, dag mit zunehmendem Wert yon Loo K geringer werden mug. Der 
Verglei& zwischen Thunfisch und Stdnbutt best~itigt diese Folgerung. 

Durch die gegensinnige Nnderung der Werte fiir den Faktor b der FOrm-WAL- 
VOgD-FormeI gegeniiber dem Wert K, zwischen denen eine mathematisch definierte 
Beziehung besteht (KROaER 1967b), gibt b das Verh~iltnis yon Wachstumsgeschwindig- 
keiten zutreffender wieder als der B~RTALANFFY-Parameter. Aus diesem Zusammen- 
hang l~igt sich auch ableiten, daf~ h~Shere Werte yon K st~irker gekriimmten Kurven 
zukommen und niedere Werte yon K dnen flachen Kurvenve~Iauf kennzdchnen. Der 
Vergleich der B~v.TALhNFvY-Parameter fiir das L~ingenwachstum yon Thunfisch und 
Steinbutt best~itigt diese Beziehung. 

Der Differentialquotient der GoMv~RTz-Funktion latltet nach ZUCK~ & ZucK~R 
(1941): 

d y ..... C • y (In Y~ - -  In y) (.27) 
d r  

Durch die Differenz zum Maximalwert entspricht er der B~gTa~a~vvY-Funktion. In 
ihm tritt nur an die Stelle der iinearen Differenz die Differenz der Logarithmen. Aus 
dieser Parallele ergibt sich, dab die Geschwindigkeitskonstante C ftir die 99  yon 
Scophthalmus maximus einen geringeren Wert hat als far die d d. 

Fiir die Reziprokfunktion lautet der Differentialquotient: 

d y  l n N  
- -  y '  (28a) d Z (Z + ¢)~ 

oder ftir die Logarithmen: 
d In y in N 

-- (28b) 
d Z (Z + ~)2 

Im zweiten Ausdruck tritt neben der Geschwlnd~gkeitskonstante nur noch das additive 
Alter ~ •ls Parameter auf. Da die Reziprokfunktion gegen[iber Abwdchungen des 
~-Wertes vom Optimum nicht sehr empfindlich ist, kann man in vMen F~illen flit die 
vergIichenen Wachstumsprozesse - zum Beispiel f[ir das Wachstum der beiden Ge- 
scl~Iechter einer Art - einen gemeinsamen Wert einsetzen. Unter diesen Umst~inden 
kommt man zu zuverl~issigen Zahlen, wobei die h~Shere Wachstumsgeschwindigkelt auch 
durch elnen h~Sheren Wert yon log N seinen Ausdruck findet. Beim Stelnbutt ergab slch 
zum BeispieI fi~r die c~ c~ log N zu 0,9661 und f~ir die 99  log N zu 1,0427 fi~r das 
L~ingenwachsmm bei einem ~-Wert yon 0,4. In dl.esen Zahlen kommt die grUYere 
Wachstumsgeschwlndigkeit der 9.9 deutlich zum Ausdruck. 

Da der Wert yon ~log N stark yon dem Wert fLir ~ abh~ingt, ist ein Vergleich yon 
Geschwind~gkeitskonstanten untereinander nur bei identischem ~ zul~issig. Es ist ferner 
zu berti&sicl~tigen, dat~ in dem Bereich vor dem Wendepunkt die Wachstumsgeschwin- 
digkeit nicht dem zahlenmiigigen Wert yon log N parallel l~iufi. 

Die Geschwindigkeitskonstanten stellen nur relative Magzahlen dar. Eine ein- 
deutige und brauchbare Beschreibung der Wachstumsgeschwindigkeit als solche besteht 
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bis heute noch nicht. Man k~innte daran denken, eine Halbwertzeit zu benutzen, das 

bei dem der halbe Maximaiwert ( - ~ - )  erreicht wird. Die Halbwertzeit ist Alter, 

bestimmt durch: log N 
log 2 

Die Auswertung fiir da,s Gewichtswachstum des Thunfisches ergab ein Alter yon 
74 Jahren und hierflir einen mittleren j~ihrlichen Zuwachs yon 26 kg. Letzterer Wert 
erscheint fiir die erfagbare Wachstumsspanne wesentlich zu hoch. Wenn sich auch ffir 
den Steinbutt sinnvolI.ere Werte ergaben, so erscheint dieses Verfahren nicht yon einer 
allgemeineren Anwendbarkeit. 

Der additive Zeitwert 

Bei der Reziprokfunktion bildet der additive Alterswert ~" fiir die Darstellung yon 
W.achstumsdaten eine integrierende Rolle. Er wird zum angegebenen Alter addiert 
- beziehungsweise gelegentlich yon ihm subtrahiert - dann n~imlich, wenn die Fische 
der Altersstufe 1 jiinger als ein Jahr alt sind. Die Funktion dieses Parameters ist die 
Anpassung an die vorliegende Kurvengestalt der Meigdaten. Mathematisch stellt er 
ein praenatales Alter dar, das unter der Voraus.setzung giiltig w~ire, dat3 die aus dem 
postnatalen Wachstum abgeleiteten Parameter auch far das praenatale Wachstum Giil- 
tigkeit haben. Das scheint aber h~Schstens in Ausnahmef~illen zuzutreffen. Das additive 
Alter g s,tellt also einen re:in ma.thematischen Parameter dar, der eine biologische Deu- 
tung nicht zul~if~t. Far (- ~) wird der Alterswert gleich Null und die ihm zugeordnete 
Dimension gleichfalls Null. 

Die gleiche Bedeutung kommt dem zo-Wert der B~RTALANFFY-Funktion Zu. Die 
ursprfingliche Fassung dieser Formel enthielt an seiner Stelle den Parameter (Loo-Lo). 
In dJeser Form ergibt die B~I~TALANFvY-Funktion fiir den Alterswert Null eine reale 
Dimension (Lo), was mathematisch nicht befriedigen kann. Aus diesem Grunde ffihrten 
BAG~AL (1955) sowie B~v~RToN & HoLT (1957) den additiven Zeitwert 3o ein, der 
ebenso wie ~ den Zeitpunkt kennzeichnet, fiir den der Organismus die Dimension Null 
hat. Selbstverst~indlich haben wires auch bier mit einem Parameter zu tun, dernur  
mathematische, aber keine biologische Bedeutung hat. 

Eine grunds~itzlich andere Bedeutung hat der yon Zuc~zel~ & ZucK~l~ (1941) in 
die GoMv~RTz-Funktion eingefiihrte zo-Wert. Er tritt an die Stelle des Parameters B, 
der in di,eser Fassung fe.hlt. Durch Umformung der logarithmierten Gleichung erh~ilt 

ma n: 
In B 

30 -- C (29) 

Zo ist damit nichts anderes als das Alter fiir den Wendepunkt der GoMwRTz-Kurve. 
Die Dimension ist zu dieser Zeit: 

Loo 
- ( 3 0 )  yWendepunkt  e 

Da die GoMvEWwz-Funktion nicht gleich Null gesetzt werden kann, ist bei ihr die Er- 
mittlung eines praenatalen Alters nicht m~Sglich. 
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Der ~--Wert der Reziprokfunktion und der zo-Wert der BERTALANFFY-Funktion 
stdlen Extrapolationen des aus den Megwerten gesch~itzten Kurvenverlaufs flit die 
Dimension Null dar. Dur& die unters&iedli&e Interpretation fiihren sie ni&t zu den 
gleichen Werten. Schon, wenn wir versu&en, aus den Parametern fiir das imaginale 
Wa&stums das Geburtsgewi&t zu here&hen, kommen wit im allgemeinen zu often- 
si&tli& unzutreffenden Werten. Man darf hieraus wohl schlietgen, daft die Wa&stums- 
kurve zwischen Gebur'c und der friihesten erfatgten Altersstufe .eine Unstetigkei.t auf- 
weis*, die s&on fiir die Geburt keine Extrapolation zuI~igt. 

Leider besitzen wir ftir Fis&e nut sehr wenige Daten tiber das Wa&stum in dieser 
Zeitspanne. Als Bei'spiel hatte i& eine Untersu&ung yon MANStrETI (1958) fiber das 
Larvenwa&stum yon Roccus saxatilis gew~ihlt (KR1DGER 1965). Die Unsicherheit der 
Megdaten gestattet keine si&ere Bestimmung des ~-Wertes. Der damals ges&~i.tzte 
Wert yon etwa 30 Tagen ers&eint au& jetzt no& geeignet, jedoch lieferte die Bestim- 
mung der beiden anderen Parameter bei der Neubere&nung eine bessere Ann~iherung 
an die Daten. Es ergab si& au& hierbei wieder, dag die Parameter far das Larven- 
wa&stum die Liinge bei der Geburt und his zum Alter yon 4 Wo&en sehr gut wieder- 
geben. Ni&t  yon den Parametern mehr erfaflt werden die 14 Wochen alten Larven, 
deren L~inge si& aber dur& Extrapolation der imaginalen Wa&stumskurve darstellen 

W~ihrend fiir das imaginale Wa&stum ein ~-Wert in der Gr~Sgenordnung yon 
Jahren einzusetzen ist, betr~igt er far das Larvenwachstum nur einen Monat. Hiermit 

Tabelle 7 

Larvenwachstum yon Roccus saxatilis ha& Daten yon MaNsueTI (1958). Die Messungen ent- 
halten offensichtlich unwahrscheinliche Werte. Aus diesem Grund ergibt sich auch fiir die 
Standardabweichung ein ungewohnt hoher Wert. Der Auswertung zugrunde gelegt wurden die 
Angaben zwischen der Geburtsi~inge und der L~nge im Alter yon 4 Wochen. Die L~ingen yon 
8 und 14 Wochen alten Larven liegen eindeutig augerhalb der yon den larvalen Parametern 

erfagten Spanne. Sie werden yon den imaginalen Parametern erfagt 

Alter Gemessene Berechnete Abweichung 
(Tage) Liinge (ram) L~inge O/o 

Geburt 2,9-3,2 3,1 
1 3,6 3,7 + 3,2 
1,5 4,4 4,0 - -  8,8 
2 5,1 4,3 - -  15,2 
3 5,1 5,0 - -  2,1 
4 5,8 5,7 - -  1,5 
6 6,0 7,3 + 22,0 
8 9,0 9,1 + 1,5 

16 13,0 18,3 + 40,5 
25 36,0 31,3 - -  13,1 
28 42,0 36,1 - -  14,1 
56 68 85,0 + 25,0 
98 75 151,8 + 50,0 

= 30 
L = 498 mm 
log N = 66,0306 
s0/0 = 18,7 °/0 
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kommt er einem biologisch sinnvollen praenatalen Alter schon n~iher. Berechnet man 
abet aus den larvalen Parametern die Dimension fiir den Augenbli& der Befru&tung, 
so erh~ilt man einen eindeutig zu hohen Wert. Die larvalen Parameter besitzen often- 
si&tIi& schon keine Giiltigkeit mehr £iir das embryonale Wachstum, das demna& durch 
eigene Parameter zu bes&reiben w~ire. 

Vielleicht erwe&t die hiermit vorges&lagene Unterteilung des Wachstums in ein- 
zelne Zyklen oder Perioden den Verdacht einer willkiirli&en L&ung. Da abet au& in 
anderen FS.11en - z. B. beim Mens&en (KROG~R 1972) - das Embrynalwa&stum mathe- 
matisch nur als eine gesonderte Wa&stumsperiode dargestellt werden kann, erscheint 
die beim Wa&stum der Fis&e vorgenommene Unterteilung ein allgemein verbreitetes 
Ph~inomen zu bilden. 

Man mug berii&sichtigen, daft Embryonal- und Larvenwachstum nur einen mini- 
malen Bru&teil der gesamten Wachstumszeit b~lden, datg aber in dieser kurzen Zeit- 
spanne die relativen Dimensionsiinderungen in der glei&en Gr/Sgenordnung liegen, 
wie beim imaginalen Wa&stum. Mathematis& diese Verh~ilmisse durch eine einheit- 
li&e Funktion wiederzugeben, ist bMang weder versu&t worden, no& ers&eint es ats 
m/Sglich. So sind wit gezwungen, an einer Unterteilung der Wa&stumskurven festzu- 
halten. Solange sie mit biologisch gegebenen Grenzen iibereins.timmt, verliert sie den 
Charakter einer reinen ad-hoc-L6sung. 

Die additiven Zeitwerte der BERTALANFFY- und der Reziprokfunktion bestimmen 
den Zeitpunkt, zu dem fiir den Organismus si& die Dimension zu NuII erre&net. Die- 
set Zeitpunkt stimmt aber fiir beide Funktionen nicht iiberein. Der additive Zeitwert 
der BERTArANrFY-Funktion betriigt fiir den Thunfisch 1,9 Jahre fiir das L~ingenwa&s- 
turn bzw. 2,1 Jahre ftir das Gewi&tswa&stum. Wesentlich h~Sher Iiegen mit 6,4 bzw. 
7,4 Jahren die additiven Zeitwerte der Reziprokfunktion. 

Fiir das Liingenwachstum des Steinbutt ergab sich aus der BEI~TaSANFFY-Funktion 
der To-Weft zu + 0,076 Jahl~en far die M~inn&en und zu + 0,067 Jahren fiir die 
Weibchen. Der im allgemeinen negative zo-Wert hat in diesem Fail ein positives Vor- 
zei&en, ist daher yon den Alterswerten zu subtrahieren. Vorausgesetzt, dab die Alters- 
bestimmungen zutreffend sind, wiirde das bedeuten, daf~ re&neris& die Dimension 
Null s&on vor der Geburt erreicht wird, was formal natiirli& widerslnnig ist. 

Vom Alter zu subtrahierende Zeitwerte - also positives Zo bzw. negatives ~ - 
k6nnen bei zu hoher Sch~itzung des Alters auftreten. 

Entspre&end dem in der N~ihe yon Null gelegenen zo-Wert der BERTaLANrFX'- 
Funktion, ist au& der ~'-Wert der Reziprokfunktion mit 0,40 bzw. 0,36 wesentlich 
niedriger als beim Thunfisch. Man kann bier eine gewlsse ParalMe zwis&en beiden 
Funktionen feststellen. 

Eine wichtige Eigenscha~ des ~-Wertes ist es, dag Abwei&ungen vom giinstig- 
sten Weft die Ann~herung an gegebene Zahienreihen ni&t erhebllch verschle&tern. Es 
ist daher m/Sglich, mit Niiherungswerten zu arbeiten und es eriibrigt si&, ihn mit hohen 
Ste!lenzahlen zu errechnen und anzugeben. 
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Der Wendepunkt 

Eine weitere MSglichkeit zur Prtifung einer Wachstumsfunktion auf ihre Eignung 
stellt die zutreffende Wiedergabe des Wendepunktes dar. Es wird gelegentlich bezwei- 
felt, ob man einen Wendepunkt als wesentliches Merkmal yon Wachstumskurven an- 
sehen mutk In der Tat ist er in viden F~illen nicht zu erkennen. Vor allem gilt dieses bei 
Kurven fiir das L~ingenwachstum, aber auch beim Gewichtswachstum kann man ihn 
vermissen, wie die Daten ftir das Gewichtswachstum des Thun zeigen. 

Es ist nur die lineare Darstellung des Met~wertes als Funktion des linearen Alters- 
wertes - die sogenannte ,,absolute" Wachstumskurve -, die einen Wendepunkt erken- 
nen l~iBt. Die Logarithmen der Mei~werte liefern in der sogenannten ,,relativen" 
Wachstumskurve eine sich kontinuierIi& abflachende Kurve ohne Wendepunkt. Der 
Wendepunkt ergibt sich als Konsequenz der mit zunehmendem Alter abnehmenden 
rdativen Wachstumsraten, die man in Prozent der AusgangsgrSt~e ausdrii&en kann. 
W~ire diese prozentuale Wachstumsrate konstant, wiirde sie der Zinseszins-Berechnung 
folgen und in semilogarithmischer Darsteltung eine Gerade ohne Endwert ergeben. Bei 
diesem exponentiellen Wachstum nehmen .die linearen Wachstumsraten konfinuierlich 
Z H .  

Die Kriimmung der relativen Wachstumskurve ist ein Ausdruck dafiir, dab im 
Verlauf des Alterns eine Verminderung der prozentualen Wachstumsraten eintritt. Vor 
dem Wendepunkt findet man - entsprechend dem exponentielIen Charakter des Wachs- 
turns - noch steigende lineare Wachstumsraten. Da abet mit zunehmender TiergrSge die 
relativen Wachstumsraten immer geringer werden, iibertreffen sie nach einiger Zeit in 
linearer D,arstelkmg den exponentiellen Zuwachs. Der Wendepunkt stellt eine rein 
mathemati.sche Konsequenz der monoton sich abflachenden logarithmischen Wachs- 
tumskurve dar. Die Gegebenheit eines Wendepunktes l~iBt sich also gedanklich aus 
elementaren Eigenscha~en des Wachstumsprozesses ableiten. Wir kennen auch zahl- 
reiche Wachstumskurven mit einem deutlichen Wendepunkt. Wenn wit ihn in anderen 
F~il~len vermissen, mtissen wit das in dem Sinn deuten, dab die gegebene Me~reihe den 
Wendepunkt nicht einschiiegt, dab er vor oder hinter ihr liegt. 

Eine wirklich brauchbare Wachstumsfunktion mut~ die For&rung erf~illen, dab sie 
in gleicher W.eise sowohl die Kurvenabschnitte vor dem Wendepunkt, wie auch die 
nach ihm darstellen kann. Der yon BRODY (1945) vorges&lagene Weg dutch zwei 
grunds~itzlich verschiedene Funktionen die Kurvenabschnitte vor und nach dem Wende- 
punkt zu beschreiben, erscheint unbefriedigend. 

Die POTT~I'.-B~v.TALANFFY-Funktion schliei~t keinen Wendepunkt ein und ist daher 
nur geeignet nach dem Wendepunkt iiegende Kurvenabschnitte mit abnehmender 
Wachstumsrate zu beschreiben. Da die Daten fi]r das L~ingenwachstum in vielen Hitlen 
keinen oder einen sehr fr~ih liegemen Wendepunkt aufweisen, ist die BERTALANFFY- 
Funktion auf die Darsteliung des L~ingenwachs.tums beschr~inkt und hierfiir in den mei- 
sten F~ilten auch ,gut geeignet. Die durch Einf~ihrung des Exponenten 3 gebildete Ge- 
wichtsfunktion (Gleichung 13) besitzt einen Wendepunkt. Seine Lage ist nach HOHEN- 
DORF (1966): 

1,1 
~Wendepunkt - -  K + T0 (14) 
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Der Organlsmus hat zu dieser Zeit 29,6 °/0 seines Maximalgewichts erreicht. Der 
Wendepunkt der Reziprokfunktion liegt bei: 

XWendepunkt = 1,15 , log N - -  ~" (24) 
Bei ideaI.en Mef~werten kann man die Lage des Wendepunktes aus den linearen 

Zuwachsraten schiitzen. In Wirklichkeit ist seine Lage durch die unvermeMlichen Fehler 
der Daten nicht immer eindeutig zu erkennen, insbesondere, da er h~iufig nut schwach 
ausgepr~igt ist. Trotzdem erscheint ein Vergleich der errechneten Wendepunkte mi.t den 
Wachstumsraten der Mef~reihen yon Interesse. 

Betrachten wir zun~ichst das L{ingenwachstum des Thunfisches. Fiir dieses errechnet 
sich aus der GoMwRvz-Funktion die Lage des Wendepunktes bei 3,7 Jahren und aus 
der Rezlprokfunktion bei 1,6 Jahren. Die maximale Zuwachsrate liegt mit 20,5 cm 
zwischen den Altersstufen 3 und 4, was dem GOMWRTZ-Wert entsprechen wfirde. 
Allerdings sind die Zuwachsraten in den ersten Altersstufen sehr unregelm~f~ig, so dai~ 
eine frtihere Lage des Wendepunktes, wie sie sich nach der Reziprokfunktion ergibt, 
durchaus im Bereich des MtSglichen liegt. 

Filr das Gewichtswachstum des Thunfisches errechnet sich der Wendepunkt aus der 
GoMrERTz-Funktion bei 11,6 Jahren. Da die Zuwachsraten aber nach diesem Zeit- 
punkt noch eindeutig zunehmen, ist dieser Wert sicher unzutreffend. Aus der Reziprok- 
funktion ergibt sich die Lage des Wendepunktes bei etwa 21 Jahren und aus der BEI~- 
VALANFF¥-Gewichtsfunktion bei etwa 24 Jahren. Da die Mef~daten nicht so welt rei- 
chen, ist eine Kontrolle nicht mtSglich, seine sehr sp~te Lage jenseits der Mei~werte aber 
eindeutig. 

Die Feststellung, daf~ die Daten fiir das Gewichtswachs~um des Thunfisches in gan- 
zero Umfang im Bereich vor dem Wendepunkt Iiegen, ist dadurch yon Interesse, daf~ 
sich zeigt, dalt die Reziprokfunktion auch den Abschnitt der Wachstumskurve vor dem 
Wendepunkt in sehr guter N~,iherung darzustellen vermag. Die GoMl, r~Tz-Funktion 
liefert zwar auch eine noch befriedigende Wiedergabe der Mettdaten, fiihrt aber hin- 
sichflich der Lage des Wendepunktes zu einem falschen Ergebnis. 

Beim Steinbutt liegen die Verh~ittnisse weniger klar. Ftir das L~ingenwachstum 
ergib~ sich nach tier Go~vrt~Tz-Funktlon die Lage des Wendepunktes bei 1,7 Jahren 
und ha& der Reziprokfunktion bei 0,7 Jahren. Die htSchste Wachstumsrate liegt bei 
den angegebenen Daten mit 11 cm, zwischen den Alters,stufen 1 und 2. Da abet die 
Fische im ersten Lebensjahr auf 12,7 cm herangewachsen sind, liegt in dieser Spanne 
die htSch:ste Wachstumsrate vor, was der Schiitzung der Reziprokfunkfion entspricht. 

Die Gewichtsdaten yon MENCI (1963) fiir den Steinbutt st[itzen sich - w i e  oben 
erw~ihnt - nicht auf direkte Wiigungen, sind also weniger vertrauenswiirdig. Nach der 
Reziprokfunktion wiirde der Wendepunkt bei einem Alter yon 2 Jahren tiegen, also 
einem Bereich, fiir den MENGI keine Werte angibt. Die Fische erfahren aber in den 
3 ersten Lebensjahren einen durchschnittlichen j~ihrlichen Gewichtszuwachs yon 0,34 kg. 
Diese Zunahme llegt oberhalb des in den Daten erfat~ten htSchsten Zuwachses yon 
0,3t kg. Daher erscheint der aus der Extrapolation der Reziprokfunktlon s.ich er- 
gebende Wendepunkt wahrscheinlicher, als der Wert yon 4 Jahren, der sich aus der 
GoMwRvz-Funktlon ergibt. 

Die gegebenen Beispiele lassen die Schwierigkelten erkennen, die bei der Bestim- 
mung der Lage des Wendepunktes aus empirischen Daten auftreten ktSnnen. Seine ge- 
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naue Sch~itzung erfordert sehr zuverI~issige Unterlagen. Trotzdem erscheint mir seine 
Festlegung auch aus praktis&en Grtinden sehr bedeutungsvoI1 und der Weg tiber ein 
mathematisches Wachstumsmodell bei weniger gut gesicherten Daten der gangbarste 
Weg. Die Reziprokfunktion ers&eint hierftir besonders geeignet. 

Die ausgewerteten Beispiele haben gezeigt, dab die Wendepunkte £iir L~ingen- und 
Gewi&tswachstum zeitli& ni&t tibereinstimmen und sogar - wie beim Thunfis& - 
sehr grofle Differenzen aufweisen k/Snnen. An Hand der mathematis&en Wachstums- 
moddle ist diese Tatsa&e au& lei&t versfiindli&. In die Formulierung des Wende- 
punktes geht bei allen drei berii&si&tigten Funktionen die Ges&windigkeitskonstante 
ein, der Maximalwert fehlt. Da die Ges&windigkeitskonstanten far L~inge und Ge- 
wi&t ni&t iibereinstimmen, miissen si& au& ftir die Wendepunkte verschiedene Werte 
ergeben. 

Diese Tatsache zu erw~ihnen ist vidleicht aus dem Grunde yon Interesse, da 
man&e Autoren im Wendepunkt eine physiolo,gis& bedeutungsvolle Phase sehen. 
Wenn abet die vers&iedenen Wa&smmsraten eines Organismus zu unters&iedli&en 
Zeitpunkten ihr Maximum errei&en, wird diese Deumng hinf~itlig und mug durch eine 
mathematische Interpretation ersetzt werden, die die exponentidle Beziehung zwis&en 
den Dimensionen eines Organismus erfagt. 

DIE ALLOMETRISCHE BEZIEHUNG 

Die weiter oben dur&gefiihrte Testung der Ann~iherung der re&neris&en Werte 
an die Megdaten und die S&~itzung des Wendepunktes prti~en die M/Sglichkeit der 
Simulation yon Wa&stumskurven dur& die drei Funktionen. Die Testung ergab, dat~ 
alle drei in gegebenen Grenzen diese Aufgabe zu erftillen verm/Sgen, allerdings ergab 
sich in allen F~llen eine Uberlegenheit der Reziprokfunktion. Ganz eindeutig ergibt 
si& aber eine sol&e dutch die M/Sgli&keit, aus der Reziprokfunktion die sogenannte 
allometrische Formel abzuleiten. 

Die allometrische Funktion setzt das Wa&stum yon zwei Organen oder auch 
Dimensionen in eine quantitativ fagbare Beziehung. Bezeichnet man die beiden Dimen- 
sionen mit x und y, so benutze i& £tir sie die S&reibung" 

y = a • x5 (31) 

Im Prinzip ist diese relative Wachstumsbeschreibung schon sehr lange bekannt und ihre 
Giiltigkeit an einer Vielzah:I yon Beispielen besditigt. Die mathematische Ableitung der 
a~llomet~ischen Formel aus einer Wachstumsfunktion stellt daher ein ausschlaggebendes 
Kriterium far die Eignung einer Wachstums£ormel dar. 

In der allometrischen Funktion werden zwei Dimensionen eines Organismus unter 
Ausschaltung des Alters miteinander verglichen. Eine sol&e Ausschaltung ist nur m~Sg- 
iich, wenn die WachstumsformeI gestattet, beide Dimensionen als Funktion eines glei- 
chen Alterswertes darzustellen. Diese M6glichkeit bietet die Reziprokfunktion, da sie 
gestattet, die verschiedensten Wachstumsprozesse eines Organismus auf der Basis eines 
identis&en addidven Alterswertes darzustelIen und die direkte Beziehung zwis&en 
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zwei Dimensionen herzustellen (KI~/2GeR 1964, 1970a). Auf diese Weise lassen sich die 
allometrischen Parameter aus den Wachstumsparametern ableiten. Es ist n~imlich: 

log Nr 
/~ - -  log N x  (32) 

und: 
log a = log Ymax - -  fl " iog Xm~x (33) 

Man kann im al.lgemeinen die Beziehung zwischen L~inge und Gewicht bei einem Orga- 
nismus dutch die allometrische Funktion beschreiben, wenn es mSglich ist, beide Dimen- 
sionen auf der Basis eines idenris&en 8-Wertes darzustellen. Das ist beim Thunfisch 
der Fall, wenn wit fiir das additive Alter als mitfleren Wert 7 ein.setzen. Die Ann{ihe- 
rung an die Met~daten wird hierdurch nur unerheblich verschlechtert, log Ny fiir das 
Gewicht betr~igt in diesem Fall 23,066 und log Nx fiir die L~inge betr~igt 7,690. Ats 
Quotient ergibt sich 2,9995. Die direkte Berechnung des allometrischen Exponenten 
liefert 2,9973. Die minimale Differenz best~itigt die gegebene Ableitung. 

Fiir die Berechnung des Ordinatenschnittes werden die Maximalgr~5t~en der Rezi- 
prokfunktion ben&igt. Sie sind fiir die L~inge 586,45 cm und 3330,32 kg. Aus ihnen 
errechnet sich nach Gleichung (33) der Wert yon log a zu - 4,781, die direkte Auswer- 
tung liefert -4,776. Der sehr niedere Weft von a erkl~irt sich dadurch, dai~ die Ge- 
wichtswerte in kg eingesetzt sind. 

In der B~RTALANl~FY-Gewichtsfunktion ist der allometrische Exponent schon als 
4. Parameter enthalten. Sie scheidet daher fiir die vorliegende Frages,tellung aus. Hin- 
sichtlich der GoMvERTz-Funktion findet man in der Literatur die Ansicht vertreten, 
daf~ sie mit der allometfischen Beziehung vereinbar sei. Daher erschien es mir wtin- 
schenswert, diese Frage an Hand des vorliegenden Zahlenmateri~ls zu priifen. AIs opti- 
male GoMv~RTz-Parameter ergaben sich f{ir Loo: 300 cm und fiir Woo: 530 kg. Gem~it~ 
der alIometrischen Beziehung entspricht einer L~inge yon 300 cm ein Gewicht yon 
530 kg. Aus dem Gewicht yon 530 kg erg~ibe sich eine L~inge yon 316 cm. Da Abwei- 
chungen der Mef~reihen yon den Sollwerten die Approximation nicht stark beeinflussen 
und die Maximalwerte nicht sehr weir auseinander liegen, wurden die GOMV~r, TZ- 
Parameter ftir die dazwischen liegenden mittleren Maximalwerte bestimmt, die die 
allometrische Beziehung erftillen, n~imlich Loo = 308 cm und Woo = 490 kg. Ftir die 
zugeh~rigen Parameter ergaben sich fo,lgende Werte: 

Loo = 308 cm Woo = 490 kg 
in BI = 0,5853 In Bw = 1,7067 

C1 = 0,1524 Cw = 0,1549 
s0/0 = 1,85 °/0 s010 = 5,35 °/0 

Oberraschend ist der fast iibereinstlmmende Weft fiir die Geschwindigkeitskonstante 
C. Hierdurch kommt der Unterschied zwischen der L~ingen- und Gewichtsfunktion im 
Wesentlichen in dem Wert yon In B zum Ausdru&. Es ergibt sich fiir den Quotienten 

In Bw_ 2,916. Diese Zahl liegt zwar in der N~ihe des theoretischen Exponenten yon 
in BI 

etwa 3,0, erzielt aber nicht die N~iherung, die mit der Reziprokfunktion erreicht wurde. 
Die BeRTALAlwFY-Funktion iibertri~ zwar die GoMvER'rz-Funktion in der Gtite 

der Wiedergabe der Wachstumsdaten, doch lassen die in die L~ingen- und Gewichts- 
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funktion eingesetzten Parameter keine Beziehung zu den allometrischen Parametern 
erkennen. Besonders deutlich wird das an den Maximalwerten. Einer Fischt~inge yon 
440 cm warde ein Gewicht yon 1406 kg entsprechen. Demgegenaber steht ein Maximal- 
gewi&t yon 2197 kg in der Gewi&tsfunktion. Die beiden anderen Parameter - K und 
To - liegen in der gleichen Gr/Sgenordnung, was verstiindlich ist, da sie sie aus einer 
Lineardimension ( 3 V-w) berechnet werden. 

W~ihrend beim Thunfis& die atlometris&e Beziehung zwis&en L~inge und Gewi&t 
in nahezu idealer Form erfallt is,, t r i~  dieses far den Steinbutt ni&t zu. Bei ihm mug- 
ten zur Bes&reibung yon L~ingen- und Gewi&tswa&stum stark auseinander weichende 
~'-Werte eingesetzt werden, n~imli& 0,4 far das L~ingenwa&stum und 2,2 far das Ge- 
wi&tswa&stum. Die Differenz ist zu grog afs dab man in diesem Falle einen gemein- 
samen mittleren Wert einsetzen k~Snnte, t-Iiermit entf~itlt auch die M/Sglichkeit zur Aus- 
s&altung des Alterswertes, die die Voraussetzung far die AbMtung der allometris&en 
Parameter bildet. Sie ist nur bei identis&em ~'-Wert m~Sgli&. 

Die graphis&e Darstellung in einem doppeltlogarithmis& unterteilten Koordina- 
tensystem ergibt au& ni&t die erwart-ete Gerade, sondern eine Kurve (Abb. 6). Die 
rechnerische Auswertur~g der L~ingen- und Gewichtsbeziehung auf der Basis der alto- 
metris&en Funktion ergibt far den Exponenten g den Wert 2,2, er hat nur sehr be- 
dingte Aussagekra~. Na& den Daten yon MENGI (1963) s&eint also beim Stelnbutt 
keine eindeutige allometris&e Beziehung zwis&en L~inge und Gewi&t vorzuliegen. 
Man darf dieses abweichende Verhalten wohl mit dem asymmetrischen Wa&stum des 
Fis&es in Verbindung bringen. 

DISKUSSION 

Die vo~liegende Untersu&ung hatte die Aufgabe, die Eignung der bekanntesten 
Funktionen zur Wiedergabe yon Wachstumsdaten zu verglei&en. Als Beispiele dienten 
der Thunfis& und der Steinbutt, fiir die relativ lange Megreihen vorliegen. Beide Arten 
weisen deutlich hervortretende Unters&iede im Verlauf ihrer Wa&stumskurven auf. 
Dem Vergleich unterworfen wurde die P/3TTER-BeRTAI.ANFFY-Funktion, die GoM- 
v~RTz-Funktion und eine yore Autor vorges&lagene Funktion, die als Reziprokfunk- 
tion b ezei&net worden ist. Die zunli&st auch in Betra&t gezogene logistis&e Funktion 
wurde im Verlauf der Untersuchung ni&t mehr bera&si&tigt, da sie dur&weg zu 
schlechte Ergebnisse lieferte. 

AIs elnheitli&e quantitative Beschreibung der re&nerischen Anniiherung an die 
empiris&en Werte diente eine in Prozent ausgedrii&te Standardabwei&ung. Ihr Mini- 
mum wurde der Parameterbestimmung zugrunde gelegt. Man kann eine Funktion als 
geeignet ansehen, wenn die prozentuale Standardabweichung nicht den Variations- 
koeffizien~en der Megwerte aberschreitet. Leider fehlte far die benutzten Daten die 
Angabe der Streuungsmage, do& diirRe anzunehmen sein, daf~ die geforderte Bedin- 
gang bei den drei Funktionen erfalIt ist. Ats ungeeignetes Streuungsmag erwies si& far 
die vorliegenden Zwe&e der Korrelationskoeffizient. Es ist dur&aus m/Sgli&, dag 
andere bier nicht berii&si&tigte Formelvorschl~ige die gestellte Bedingung erftilIen 
warden. 
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Die Wachstumsdaten umfassen in dem formal m6glichen Bereich zwischen Null 
und Unendlich nur eine minimale Spanne, in der bei Exponentialfunktionen Unter- 
schiede im Kurvenverlauf sehr gering sein k6nnen. Die zur Kontrolle dienende Stan- 
dardabwei&ung gestattet aber auch, geringe Unterschiede in der Gtite der Wiedergabe 
der MeBdaten objektiv zu erfassen. 

Abweichungen des mathematischen KurvenverIaufs yon der biologischen Wachs- 
tumskurve treten um so deutlicher zutage, je gr~Sger die erfagte Altersspanne und die 
in dieser Zeit erfotgte Gr/Si~enzunahme ist. Die bei den beiden BeispMen erfagten 14 
Altersstufen stellen zwar keine Maximalspanne dar, doch gehen nut wenige Wachs- 
tumsmessungen an Fischen tiber 20 Jahre hinaus. Die Auswahl erfolgte auch aus dem 
Grunde, weiI sie zueinander geh6rige L~ingen- und Gewichtsangaben bieten, was be- 
sonders f~ir die Behandlung des Allometrie-Problems yon Wichtigkeit war. 

Die Gr6f~enzunahme war bel den BeispMen au& erhebiich und umfaf~te beim 
Thunfisch 2 Zehnerpotenzen fiir das Liingenwachstum und drei Zehnerpotenzen beim 
Gewi&tswachstum. 

Bei allen Auswertungen ergab sich eine mehr oder minder deutliche lFberlegenheit 
der Reziprokfunktion. Diese Uberlegenheit beruht wesentlich darauf, dai~ sie einen 
asymmetris&en Wendepunkt enth~ilt. Der im Anfangsteil typischer Wachstumskurven 
befindliche Wendepunkt hat der mathematischen Formulierung yon Wachstumsvor- 
g~[ngen erhebliche Schwierigkeiten bereitet. Die B~RTALANFFY-Funktion vermag tiber- 
haupt nut den nach dem Wendepunkt liegenden Kurventeil mit fallenden Wachstums- 
raten wiederzugeben, wie er h~iufig beim L~ingenwachstum vorliegt. Sie versagt aber 
bei dem vor dem Wendepunkt tiegenden Kurvenabs&nitt mit steigenden Wachstums- 
raten. Ihre EinsatzmSglichkelt ist hierdurch naturgem~ii~ eingeschr~inkt. Durch Einflih- 
rung eines Exponenten > 1 fiir die Klammer (1-e -k (~-%)) erh~iit die BERTALANFFY- 
Funktion einen Wendepunkt und wird in Form der Gewichtsfunktion far Gewi&tS- 
daten anwendbar, die einen Wendepunkt enthalten. 

Die GoMiO~RTz-Funktion enthiilt einen bei Loo gelegenen Wendepunkt und ist 
e 

dadur& in gleicher Gestalt geeignet, Kurven mit einem Wendepunkt und Kurven- 
abs&nitte vor und hinter diesem darzustellen. Allerdings errei&t sie in verglei&baren 
FSiIen ni&t die Giite der Approximation, die die B~RrALANFFY-Funktion errei&t. 

Mit der Reziprokfunktion ist jetzt eine weitere Wachstumsforme] mlt asymme- 
tris& gelegenem Wendepunkt gegeben, die dutch diese Eigenschat} ebenfalls universelle 
Anwendbarkeit besitzt. Sie abertri~ aber die GOMV~RTZ-Funktion hinsi&tli& der 
Ann~iherung an Wachstumsdaten. Sie kommt der Gestalt eines mathematischen Wachs- 
tumsmodells offensi&tlich n~iher als die beiden anderen Funktionen. 

Angesi&ts der um den Wendepunkt unsymmetrischen Wa&stumskurven kann 
man die logistis&e Funktion mit ihrem symmetrisch gelegenen Wendepunkt mit Si&er- 
heit Ms ungeeignet bezei&nen. 

Es ist abet unzurei&end, die Beurteilung einer Wachstumsfunktion nut auf der 
Niiherung an gegebene Wachstumsdaten zu begrllnden. Sie mug au& dar~iber hinaus- 
gehende Folgerungen berii&sichtigen. Hier wurde das wichtige Problem der Ableitung 
der allometrischen Funktion eingehender behandelt. Sie ist in definiercer Weise nut far 
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die Reziprokfunktion m6glich. Die GoMvEi~TZ-Funktion ergab rechnerisch nut eine 
N,iherungsbeziehung. 

Die sehr einfache allometrische Funktion macht wahrscheinlich, dat~ sie sich nut mit 
einfachen Wachstumsformulierungen vereinbaren l~if~t. Schon die etwas kompliziertere 
BEr, TAI.ANFFY-Funktion gestattet keine Ableitung. Es h~ngt das damit zusammen, daf~ 
die in der Funktion enthaltene Klammer (1-e -K (~-~o)) die Herstellung einer direk- 
ten Beziehung zwischen Dimension und Alterswert unm~Sglich macht. Da Fnnktionen 
~hnlicher Gestalt verschiedentlich in der Literatur vorgeschlagen wurden, mut~ man 
annehmen, .daft auch sie der Forderung nach einer definierten Beziehung zur allometri- 
schen Funktion nicht gerecht werden k~Snnen. 

Dem hier am Beispiel des Fischwachstums durchgefiihrten Funktionsverg~leich 
kommt dadurch allgemeinere Bedeutung zu, daf~ der durch die Funktionen erfal~te 
Wachstumsverlauf offensichtlich welter verbreitet ist und dah.er die M~Sglichkeit einer 
optimalen mathematischen Beschreibung ein wichtiges Problem darstellt. Schon frfibere 
Autoren hatten auf die groBe AhnIichkeit yon Wachstumskurven verschiedenster Her- 
kunfi hingewiesen. Wachstumsformeln bieten die M~Sglichkeit, eine so:Iche Elbereinstim- 
mung ganz objektiv z'u best~tigen oder abzulehnen. 

Mit Sicherheit verl~uf~ nach dem gleichen Kurventyp das Wachstum der Muscheln 
und wahrscheinlich das der Krebse und anderer Wirbelloser. Ffir Protozoen hatte ich es 
frfiher nachgewiesen (Kv,/~G~R 1967b). Vor kurzem zeigte ich, daf~ man mit der Rezi- 
prokfunktion das menschliche Embryonalwachstum erstaunlich genau beschreiben kann 
(KR/3GER 1972). In diesem Fall erstrecken sich die Dimensions~nderungen sogar [iber 
4 Zehnerpotenzen. Auch das po~stnatale Wacl~stum yon Ratte und Mensch verI~iu~ 
offensichtlich nach dem gleichen Typus. Bei dem begrenzten Wachstum der S~t~getiere 
ist allerdings zu berficksichfigen, dat~ nach dem Erreichen der Geschlechtsreife eine 
starke Verlangsamung des Wachstums eintritt, so dai~ an dieser Stelle eine Unstetigkeit 
in den Kurven auftritt. 

Bei Fiscben 1:,if~t die Geschlechtsreifung keinen Einflui~ auf da,s Wachstum erken- 
nen; sie wachsen nach dieser Zeit unvermindert welter. Die Fische haben unseres W~s- 
sens ein unbegrenztes Wachstum, das bis zum Tode andauert. Wenn Fische schnelI eine 
scheinbare Endgr6t~e erreichen, so erkI~rt sich das dadurch, dag einem sehr starken an- 
f~nglichen Wachstum ein sehr starker Abfall der Wachstumsgeschwindigkeit folgt, die 
schlieg,lich unmerklich gering wird. In der Reziprokfunktion ist dieses Wachstum durch 
sehr niedrige Werte ffir das additive Alter ~ ausgezeichnet. In diesem Fali n~hert sich 
das Wachstum sehr schnell der Maximalgr~Sf~e und kommt ihr sehr nahe. 

Die mathematische Analyse des Fischwachstums hat also dadurch groBe Bedeu- 
tung, da sie auch auf andere Tiergruppen fibertragen werden kann. Der Vorzug, den 
da:s Fischwadlstum ffir mathematische Auswertungen bietet, liegt darin, dai~ fiber gr6- 
t~ere Altersspannen reichende Kurven vorliegen, die offensichtlich keine Unstetigkeit 
enthalten. Daher erscheint es als ein g~nstiges Objekt zur Bearbeitung yon Fragen der 
Wachstnmsmathematik, und es wurde immer wieder zu sotchen Untersuchungen heran- 
gezogen. 

Die B~RTALANFFY-Funktion und die Reziprokfunktion nehmen in dem Bereich nach 
dem Wendepunkt einen nahezu fibereinstimmenden Verlauf. Diese Beobachtung ist da- 
durch yon praktischer Bedeu.tung, da die BEgTALANFFY-Funktion in Gestalt der FORD- 
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WALFoRD-Darstellung einen sehr einfach durchzufiihrenden graphischen Test gestattet, 
zur Kl~irung der Frage, ob gegebene Daten dem bei Fis&en na&gewiesenen Wachs- 
tumsablauf entspre&en. Allerdings diirfen die Daten keinen Wendepunkt enthalten 
und miissen fallende tineare Wa&stumsraten erkennen lassen. 

So ergibt die FOm)-WALFORD-Darstellung fiir das mens&liche L~ingenwachstum 
zwischen dem ersten Lebensjahr und der Ges&Ie&tsreife in guter N~iherung eine Ge- 
rade. In erster N~iherung entspricht es also dem bei Fis&en gefundenen Kurventyp. Die 
sexuelIe Reifung bedingt dann eine Abnahme der Wachstumsrate, die in der FO¢D- 
WALFORD-Darstetlung als deutli&e Abflachung der Ausgleichsgeraden zutage trltt. Sie 
fiihr.t na& einigen Jahren zum Wachstum.sstilIstand. 

Die logistis&e Funktlon erwies si& als kaum geeignet fiir eine Wachstmnsdarstel- 
Iung. Der Versu& yon PeRL & REeD (1925) und neuerdings wieder yon Kt~ETSCH- 
MANN & WINGeI~T (I971) dutch Einfiihrung zus~itzli&er Parameter eine bessere An- 
passung an Wachstumsdaten zu errei&en, kann nicht als glii&li& angesehen werden. 
Die Vermehrung der Parameterzahl bedingt einmal einen erheblich h~iheren Re&en- 
au£wand, zum anderen f~itlt eine slnnvolle biologis&e Deutung bei ihnen noch schwerer 
als bei den Drei-Parameterfunktionen. In solcher Form bietet die logistische Funktion 
keinerlei Vorzug gegeniiber Polynomen, die aus demselben Grund ni&t als geeignete 
L6sung dner mathematischen Beschrelbung yon Wachstumsvorg~ingen angesehen wer- 
den k~innen. 

Wesentli& besser als die Iogistis&e Funktion entspre&en die drei anderen hier 
beriicksi&tigten Funktionen den Ansprii&en an eine Wa&stumsformel. Sie bes&reiben 
offensi&tlich einen sehr verbreiteten Kurvenverlauf. r3b.erdies besitzen sie den Vorzug, 
dag die Bestimmung der in i.hnen enthaltenen Parameter relativ einfach ist. Als beson- 
ders anpassungs.f~ihig erwies sich die Reziprokfunktion. Es dilr~e si& daher stets emp- 
fehlen, zun~i&st die Eignung dleser zum Te~t schon l~inger bekannten Funktionen auf 
ihre Brau&barkeit zu priifen, ehe man si& zur Entwi&lung neuer Funktionen ent- 
schliegt, deren ~berlegenhei.t dann zu erweisen bleibt. Vorliegende Untersu&ung 
diirf~e fiir eine sol&e Prti£ung wesentliche Gesichtspunkte aufgezelgt haben. 

Die hier vorges&lagene M~gli&keit zur objektiven Bes&reibung der Ann~iherlang 
an gegebene Daten stellt aber nur ein Kriterium dar. WohI ebenso wi&tig ist die zu- 
treffende Wiedergabe des Wendepunktes und die hiermit zusammenh~ingende Forde- 
rung, datg die Daten zu beiden Seiten des Wendepunktes in glelcher Giite Me&r- 
gegeben werden. Eine no& stiirkere Einengung bei der Auswahl yon Wa&stumsfunk- 
tionen stetlt die Forderung dar, dag s~e eine mathematSsche Deutung der in sehr vielen 
F~illen giiltigen allometris&en Bezlehurig zulassem Gerade Ietztere Bedingung ist be- 
sonders schwierig zu erflillen und wurde lange Zeit far unm~Sglich gehalten. Bislang 
s&eint sie nur yon der Rezlprokfunktion erfiillt zu werden. 

Abstand nehmen mug man abet yon der frtiher er'hobenen Forderung, dat~ nur 
soiche Parameter in Wa&stumsformeln eingesetzt werden diirfen, die man biologis&en 
Gegebenheiten entnehmen kann. Die S&wierlgkeiten, die s;i& bei der biologis&en Deu- 
tung der Parameter ergeben, war oben behandelt worden. Man daft sie nur als rein 
mathematis&e Gr~Sgen ans.ehen, die der Bes&reibung des Kurvenverlaufs dienen. AIs 
vorteilhat~ ers&eint es, wenn die Funktlonen eine einfache graphis&e Darstellung 
zulassen. Sie bietet opt die M/Sglichkeit zur t3berpr/_ifung rechnerischer Ergebnisse. 
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Die Bedeutung mathematischer Wachstumsformulierungen ist mannigfacher Art. 
Zun~ichst zeigt sie in objektiver Weise den grunds~itzlich gleichartigen Verlauf sehr 
unterschiedlich erscheinender Kurven auf und gestattet eindeutige Aussagen. Dariiber 
hinaus erscheinen Wachstumsformulierur~gen geelgnet, uns dem Verst~ndnis grund- 
legender Prinzipien yon Wachstumsprozessen n~iherzubringen. Erinnert sei an das 
Anabolismus-Katabo,lismus-Konzept, aus dem POTTER (1920) und v. BEI~TALANVFY 
(1934) ihre ~ibereinstimmende Wachstnmsformulierung ableiteten. Des weiteren kann 
auf die Bedeutung fiir Ertragsberechnungen hingewiesen werden, wofiir das Werk yon 
B~WRTON & HOLT (1957) ein Beispiel bietet. 

Die ma~hematische Formulierung yon Wachstumsvorgiingen, wie sie h,ier ange- 
strebt wurde, bedeutet nlcht zugleic~ die Aufhellung der ihr zugrunde liegenden Ge- 
setzlichkeiten. Sie stellt lediglich eine ad~iquate Form der Beschreibung quantitativer 
Daten dar, wie sie die Grundlage yon Wachstumsmessungen bilden. 

Im Gegensatz hierzu stehen Bemiihungen, Wachstumsformeln aus bestimmten An- 
n.ahmen abzuleiten. Ein Belspiel bildet die POTTE~-BEI~TALANFFY-Funktlon. In neuester 
Zeit unternahmen ZOTINA & ZOTIN (1972) einen solchen Versuch auf der Basis der For- 
mulierungen der Thermodynamik irreversibler Prozes,se. Solche Versuche kSnnen au£- 
schluf~reich sein, wenn sich ihre Beziehung zur rein deskriptiven Beschreibung erken- 
hen l~ii~t und die abgeleiteten Funktionen Forderungen erf~illen, die in vorliegender 
Untersuchung als bedeutungsvoll erkannt wurden. 

Es kann kein Zweifel daran bestehen, dai~ in Zukunf~ ein tieferes Eindringen in 
das Verst~indnis yon Wachstumsvorgiingen nut auf dem Wege tiber geeignete mathe- 
matische Modelle mSg~ich sein wird. 

ZUSAMMENFASSUNG 

1. An Wachstumsdaten f[ir den Thunfisch (Thunnus thynnus) und den Nordsee-Stein- 
butt (Scophthalmus maximus) wird ein numerischer Vergleich tier Wachstumsfor- 
meln yon v. BE•TALANFFY (1934), GOMVEt~TZ (1824) und einer yore Autor vorge- 
schlagenen Funktion (K~OG~I~ 1962, 1965), die als Reziprokfunktion bezeichnet 
wird, durchgefiihrt. 

2. Die Ermittlung der optimalen Parameterwerte erfolgt an den linealisierten Funk- 
tionen auf dem Wege der Regress~onsberechnung. 

3. Al.s objektives quantitatives Maf~ fiir die Streuung der MeBwerte um die theoreti- 
schen Werte dient eine in Prozent ausgedriickte Standardabweichung (s0/0), die auf 
der Sltmme der quadrierten Differenzen der Logarithmen beruht. 

4. Die drei gepriiften Funktionen erscheinen zur mathematischen Wiedergabe yon 
Wachstumsdaten geeignet. In al.len Fiillen ergab die Reziprokfunktion die besten 
Niiherungen. Die logistische Funktion lieferte so unbefriedigende Ergebnisse, dat~ 
s,ie unberiicksichtigt blleb. 

5. Es wurde ein Vergleich der optimalen Parameterwerte der Funktionen durchgefiihrt. 
Eine biologische Deutung erscheint nicht zul~iss:ig. Es handelt sich bei ihnen um rein 
mathematischc Zahlenwerte. 
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6. Die Rez iprokfunkt ion  enth~ilt, ebenso wie die GoMwRTz-Funkt ion  einen asymme- 
trisc,hen - im Anfangstei l  der Kurve  gelegenen - Wendepunkt .  Hierdurch besitzen 
beide Funkt ionen  einen universelteren Anwendungsbereich und  slnd in unver '~nder- 
ter Form geeignet, auch Gewichtsdaten, die einen Wendepunk t  einschliei~en, wieder- 
zugeben. Die B~RTALANt~rx'-Funktion ist durch das FeMen eines Wendepunktes  n u t  
fiir die Darstel lung des Kurvenbereiches nach dem Wendepunk t  mi t  fal lenden 
Wachstumsraten geeignet. 

7. Der  Wendepunk t  in l inearen Wa&stumskurven  ergibt sich als rein mathemat is&e 
Folgerung aus der kontinuierl ichen Abnahme der re lat iven Wachstttmsgeschwindig- 

kek. 
8. Der besondere Vorzug der Rez iprokfunkt ion  besteht darln, dat~ sie in e ine mathe- 

matisch ableitbare Beziehung zur allometrischen Funk t ion  gesetzt werden kann.  Die 
GoMwl~Tz-Funktion iiefert hierfiir nur  eine N~iherungsI/Ssung. 

Danksagung. Die Auswertungen erfolgten auf dem Kleln-Computer 700 B der Fa. WANG, 
der mir dankenswerterweise yon der Deutschen Forschungsgemeinschaf~ zur Verffigung ge- 
stellt wurde. 

Symbolerkl~rungen 

a = Ordinatenabschnitt der Gleichung 
einer Geraden 

b = Steigung der Gleichung einer 
Geraden 

B = Exponent der GoMwt~Tz-Funktion 
/? = Exponent der allometrischen 

Funktion 
C = Geschwindigkeitskonstante der 

GoMerRTz-Funktion 
e = Basis der nattlrlichen Logarithmen 
k = Geschwindlgkeitskonstante der 

logistis&en Funktion 
K = Geschwlndigkeitskonstante der 

B ERTALANI~FY-FunktIon 
1 = L~inge 
Loo = Maximal-L~tnge 
log = dekadischer Logar!thmus 
in = natiirlicher Logarithmus 

n = Anzahl 
N = Geschwindigkeitskonstante der 

Reziprokfunktion 
r -- Korrelationskoeffizient 
s = Standardabwelchung 
slog = Standardabwei&ung der 

Logarithmen 
s0/0 = prozentuale Standardabweichung 
S = Summe der Abweichungsquadrate 
T = Zeit oder Geburtsalter 
Z = Geburtsalter 
w = Gewlcht 
Woo = Maximalgewicht 
x = unabh~ingige Variabele (Argument) 
y = abh~ingige Variabele 
Yoo = Maximaldimension 

= additiver Zeitwert der Reziprok- 
funktion 
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