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ABSTRACT: On the mathematics of animal growth. IIL Testing the Gompertz function 
as growth formula using Siliqua patula and Thunnus thynnus (Pisces). The parameters of the 
Gompertz function, the Bertalanffy function, and the reciprocal function (Kr~iger, 1962) are 
calculated for comparison using growth data obtained by Weymouth et al. (1930, 1931) for 
the razor clam from ten localities and the tuna fish. An new method is employed for the deter- 
mination of growth parameters under the conditions of linear relations between the power 
of e and the linear values of size in the Bertalanffy function and its natural logarithm in the 
Gompertz function. Both equations may therefore be solved by the well known method of 
linear regressions analysis. The method delivering optimal parameters for the Bertalanffy and 
the Gompertz function is described in a methodological chapter. Compared to the other func- 
tions the Gompertz delivers the best results for the growth curves of the arctic mussels in- 
cluding an inflection point. For curves without inflection points less good results are obtained. 
Deviations in the numeration of age are compensated in the Gompertz function by the para- 
meter B. This parameter represents the difference between the natural logarithms of the upper 
limit size and the size at the age zero (normally corresponding to the size at birth). The 
parameter C includes the description of the curvature of the growth curve. A disadvantage 
of the Gompertz function is, that the upper limit of the equation is very near to the highest 
numbers evaluated and may be exceeded by real observations. A disadvantage of the reci- 
procal function is that the calculated inflection point does not correspond to the real inflection 
point. The results obtained for the relationship between length and weight of tuna fish show 
that the Gompertz function is exactly compatible with the a11ometric formula. It delivers for 
the summing up of the allometric formula the same solution as that reached by the reciprocal 
function. The three formulas employed are of the same structure, differing only in the use of 
linear numbers, logarithms or powers of e. They deliver good approximations of growth data, 
but cannot be regarded as exact solutions for the mathematica description of growth curves. 

E I N L E I T U N G  

Neben der Pii t ter-Bertalanffy-Funktion findet immer wieder die sogenannte 
Gompertz-Funkt ion in der Literatur Erw~ihnung. Sie ist seit langem bekannt (Gom- 
pertz, 1825) und diente urspriinglich Problernen der Bev61kerungsstatistik. 

Bei dem Bemiihen, ihr umfangreiches Zahlenmaterial  tiber das Wa&stum der 
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Muschel Siliqua patula yon der Westkiiste Nord-Amerikas fiir einen exakten Ver- 
gMch mathematisch zu beschreiben, stieflen Weymouth et al. (1930, 1931) auf die 
Schwierlgkeit, datg in den Wachstumskurven der Muscheln aus Alaska ein Wende- 
punkt auftritt, den die Bertalanffy-Funktion nicht wiederzugeben vermag. Theo- 
retische l[lberlegungen fiihrten dann die Autoren zur Gompertz-Funktion als einer 
M/Sglichkeit zur Darstellung yon Wachstumskurven mit Wendepunkt. Der Aus- 
wertung ihres grollen Zahlenmaterials waren aber mit den damals zur Verfiigung 
stehenden rechnerischen Hilfsmitteln sehr enge Grenzen gesetzt. 

Nachdem mit modernen Elektronen-Rechnern auch die Auswertung komplizier- 
terer Exponentialfunktionen keine Schwierigkeiten mehr bereitet, erschien es mir 
wiinschenswert, die yon den Autoren gezogenen Schliisse an ihrem eigenen Zahlen- 
material zu prtifen, vor allem, da auch heute noch ihre Ver6ffentlichung als Grund- 
lage f[ir die Anwendung der Gompertz-Funktion als Wachstumsfunktion immer 
wieder zitiert wird. 

Die numerische Auswertung aller yon Weymouth und Mitarbeitern verSf- 
fentlichten Waehstumsreihen fiihrte zu interessanten Einsichten in die Eigenschaf~en 
der Gompertz-Funktion. Gleichzeitig machte sie deutlich, dag die Daten fiir das 
L~ingen-Wachstum yon Siliqua patula nicht als ein ganz ideates BeispM fiir die 
Testung einer Wa&stums-Funktion angesehen werden k/Snnen. 

In der Zwischenzeit hatten Zucker & Zucker (1941) eine neue Funktion vor- 
geschlagen, die ebenfalls einen Wendepunkt enth~ilt. Ich habe sie in etwas ver~inderter 
Form mit gutem Erfolg auf eine Reihe yon Beispielen anwenden k/Snnen (Kriiger, 
1962, 1973). Sie wird im folgenden als Reziprokfunktion bezeichnet. 

Da bei der Mehrzahl der yon Weymouth et al. veriSffentlichten Zahlenreihen der 
Wendepunkt offensichtlich in der N~ihe des Anfangswertes zu suchen ist, erschien ihre 
Auswertung auf der Basis der Patter-Bertalanffy-Funktion nicht aussichtslos, was die 
Ergebnisse auch best~itigten. Die auf diese Weise durchgefiihrte Anwendung yon drei 
Funktionen auf das gleiche Zahlenmaterial lief~ die M/3glichkeit aber auch die Grenzen 
einer mathematischen Erfassung yon Wachstumsvorg~ingen besonders deutlich hervor- 
treten. 

Weymouth et aI. konnten fiir das einzige yon ihnen ver6ffentlichte Beispiel 
- n~imli& fiir das Wa&stum der Mus&eln aus der Hallo Bay - keine iiberzeugende 
L~sung geben, cla sie eine befriedigende AnMiherung an die gegebene Zahlenreihe 
nut durch eine Unterteilung in zwei Abs&nitte errei&en konnten. Jede Unterteilung 
eines zusammenh~ingenden Kurvenverlaufs stellt aber geringere Anforderungen an die 
spezifische Eignung einer Funktion zur Beschreibung eines quantitativen Zusammen- 
hangs. Es mug daher stets das Bestreben einer Wa&stumsmathematik sein, mit ihren 
Funktionen mi3glichst weite Spannen - sowohl hinsichtli& der Zeit wie au& der 
Dimension - mit einheitlichen Parametern zu erfassen. 

Unterteilungen eines zusammenhiingenden Wachstumsablaufs erscheinen h6chs~ens 
gere&tfertigt, wenn sie mit biologisch deutbaren Grenzen zusammenfallen, wie etwa 
dem Absdllul3 der Embryonal- oder Larva!-Entwi&lung. Bei den vorliegenden Aus- 
wertungen erfolgten daher grundsS, tzlich keine Unterteilungen, die si& au& ni&t als 
erforderli& erwiesen. 

Mef~fehler diirPcen bei der Bestimmung der MuschelF, ingen kaum aufgetreten sein, 
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aber trotz der grof~en Zahl gemessener Individuen enth~ilt eine Reihe der Tabellen - 
vor allem bei den h~Sheren Altersgruppen - unregelm~ii~ige Wachstumsraten mit zum 
Tell rti&l~iufigen Werten. Durch die Lage am Ende der Zahlenreihen beeintr~ichtigen 
solche irregul~iren Werte die Parameter-Bestimmung auf der Basis der Regressions- 
berechnung. 

Die Bestimmung des Alters der Muscheln erm~Sglichen die j~ihrlichen Zuwachs- 
ringe in den Schalen. Wenn diese Jahresringe - ebenso wie yon Weymouth et al. 
- den rechnerischen Auswertungen zugrunde gelegt wurden, ist zu berti&sichtigen, 
daft sie nur grobe Ahers-Sch~itzungen bieten. Nach Angabe der Autoren sind sie ver- 
muflich um ein halbes Jahr zu hoch. 

Da verschiedene Erfahmngen erkennen liet~en, dab die yon mir bislang ange- 
wandte Bestimmung der Parameter der Bertalanffy- und der Gompertz-Funktion 
nicht zu optimalen Ergebnissen ftihrt, da ihre Grundlage nicht die Variable y selbst, 
sondern ihr Abstand yore Maximalwert bildet, wandte ich in dieser Arbeit ein Ver- 
fahren an, das direkt die Beziehung yon y bzw. in y zu dem Alterswert herstellt. Es 
soll im folgenden kurz erl~iutert werden. 

METHOD1K 

Aus der schon yon Ptitter (1920) vermuteten quantitativen Beziehung zwischen 
auf- und abbauenden Prozessen beim Wachstum leitete v. Bertalanffy (1934) die For- 
mulierung ab" 

17~ Loo--(Loo--Lo)" e -K'z (1) 

In ihr stellt lz die L~inge im Alter Z dar. (Aus bestimmten Griinden benutze ich s 
Zeitwerte allgemein griechische Symbole, und zwar g ftir das Geburtsalter und z s 
allgemeine Zeitwerte.) Loo, L0 und K stellen die Parameter dar, die aus den Met~- 
werten zu errechnen sind und den Verlauf der Wachstumskurve charakterisieren. 

Gleichung (1) beschreibt eine lineare Beziehung zwischen l Z und e-K'z und ist 
daher ftir die Parameterbestimmung auf dem Wege der linearen Regressionsberech- 
nung zu 16sen. In der Literatur findet man hierftir die logarithmierte Form der Ber- 
talanffy-Funktion angegeben. Sie hat den oben erw~ihnten Nachteil, nicht l X selbst, 
sondern (Loo -- IX) als Funktion yon Z darzustellen. Diesen Fehler vermeidet G1. (1), 
aus der sich Iz als Funktion yon e-K'z und - bei konstantem K - damit direkt yon 

ergibt. 
Zur Durchftihrung der Parameterbestimmung setzt man zuniichst ftlr den Para- 

meter K einen Sch~itzwert ein, der zur Bestimmung der Werte yon e-K'7, bei der 
Regressionsberechnung erforderlich ist und zu den zugeh~Srigen Werten yon Loo und 
L0 fiihrt. Diese sind allerdings zun~ichst nicht yon Interesse, sondern nur die im Ver- 
lauf der Regressionsberechnung anfallende Standardabweichung (s) bzw. der Kor- 
relationskoeffizient (r). Man variiert nun fiir die iterative Berechnung den Wert yon 
K solange, bis die Str.~uungsmai~e eine optimale Ann~iherung an die Met~daten erge- 
ben. Durch Interpolation kann man die Zahl der iterativen Schritte vermindern. 
Einen ersten, sehr guten Nffherungswert ftir K kann man fiir die Bertalanffy-Funktion 
aus der Ford-Walford-Beziehung GI. (8) errechnen. 
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Von grogem Einflug auf die Ermittlung der Parameter-Werte ist die Definition 
der optimalen N~iherung. Bei der Auswertung der Bertalanffy-Funktion in der 
besprochenen Weise erh~ilt man die Standard-Abweichung der linearen Werte (s), 
die die Summe der quadrierten linearen Differenzen zwls&en gemessenen und bere&- 
neten Werten zum Minimum macht. Fiir Wachstums-Untersuchungen erscheint es mir 
aber giinstiger, eine relative Standardabweichung zu benutzen, die fiir Organismen 
unterschiedlicher GrSge vergleichbare Werte liefert. 

Die relative Standardabwei&ung ergibt si& aus der Summe der Differenzen der 
Logarithmen der einzelnen Werte-Paare; i& bezei&ne sie mit Slog: 

= + ] / ( l o g  y - log ~)= (2) Slog 
V n- -3  

Es bedeuten: y = Met~wert; 3~ = errechneter Wert; n = Anzahl der Wertepaare. 
Die logarithmis&e Standardabwei&ung l~iflt sich leicht in einen besser durch- 

schaubaren Prozentwert umrechnen: 

s,l~ = (100. num Slog) - 100 (3) 

In den Tabellen gebe ich nicht den Wert des Parameters (Loo--Lo) der Bertalanffy- 
Funktion an, sondern den Zeitwert To, der den Zeitpunkt kennzeichnet, zu dem rech- 
nerisch der Organismus die Dimension Null h~itte. To stammt aus der erstmals yon 
Bagenal (1955) vorgeschlagenen Formulierung der Bertalanffy-Funktion 

I z = Loo" (1 --e-K(z-~0)) (4) 

T0 errechnet sich aus den Parametern yon G1. (1) nach: 

in Loo-- in (Loo--Lo) 
T0 = K (5) 

Die Gompertz-Funktion hat die Gestalt: 

YZ = A" e -B'e-c'z (6) 

Sie ergibt durch Logarithmierung: 

l n y z =  l n A - - B ' e  -c'z (7) 

Man erkennt leicht, dafg die logarithmierte Gompertz-Funktion den gleichen Aufbau 
zeigt wie die Bertalanffy-Funktion G1. (1), nut dag anstelle der linearen Zahlen deren 
natiirli&e Logarithmen stehen. Die Gompertz-Funktion beschreibt also eine lineare 
Beziehung zwischer, In YZ und e -c" z. Daher kSnnen wir, wenn wir fiir C eine geeignete 
Zahl und die natiMichen Logarithmen der Megwerte einsetzen, auf dem Wege der 
linearen Regressiol,sbere&nung die Werte der zugehSrigen Parameter A (=  In Yoo) 
und B ermitteln. Als Standardabwei&ung, die fiir die Auffindung des optimalen Wer- 
tes yon C auf dem Wege der iterativen Berechnung yon besonderer Bedeutung ist, 
erhalten wir verst~indli&erweise die Standardabwei&ung der natiirlichen Logarith- 
men, die na& GI. (3) lei&t in die prozentuale Standardabweichung umzuwandeln ist. 

Die Ermittlung der optimalen Parameter auf dem Wege der iterativen Berech- 
nung bereitet bei der Rechengeschwindigkeit der modernen Elektronenrechner keinen 
erheblichen Zeitaufwand. Trotzdem ist es eine Erlei&terung, wenn man einen N~ihe- 
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rungswert fiir den einzusetzenden Parameter kennt. Fiir die Bertalanffy- und die 
Gompertz-Funktion bestebt hierfiir ein relativ lei&t dur&zufiihrendes Verfahren. 

Eliminiert man in der Bertalanffy-Funktion in der Formulierung fiir zwei auf- 
einanderfolgende Altersstufen (Z und [Z + 1]) der GI. (1) den Parameter (Loo--Lo), 
so kommt man far die Beziehung zwis&en den beiden L~ingenwerten zu der seit 
Ford (1933) und Walford (1946) bekannten Formel: 

I(z+l ) = a + b .  lz  (8) 

Aus den beiden Parametern dieser Gleichung - a und b - errechnen sich die Berta- 
lanffy-Parameter nach: 

K = -- in b und Loo -- a (9 a, b) 
1 - b  

Durch die formale Ubereinstimmung der logarithmierten Gompertz- mit der 
Bertalanffy-Funktion ist leicht verst~indlich, daf~ sich aus ihr die Beziehung ableitet 
(Bagenal, 1955b): 

lny(z+1 ) = a + b ' l n y  z (10) 

Zur Ermittlung der Parameter setzt man in der Ford-Walford-Auswertung anstelle 
der natiirlichen Zahlen deren Logarithmen ein. Es ist dann: 

= a (11 a, b) C = -- In b und in A = in ]zoo 1 - - ~  

Zwei Algol-Computer-Programme zur Ermittlung der Gompertz-Parameter fiir das 
mens&li&e Embryonalwa&stum vergffentli&ten neuerdings Scharf & Peil (1975). 

Fiir die Reziprokfunktion benutze ich die S&reibung: 

Y~n~X 
YZ -- 1 (12) 

Nz+r 

Die Parameter sind die re&nerische MaximalgrSfle Ym~z, die "Ges&windigkeitskon- 
stante" N und der additive Alterswert ~. 

Dur& Logarithmierung geht auch diese Funktion in die Gleichung einer Geraden 
tiber: 

1 
log YZ = log Yma, - -  log N (13) 

Die Bestimmung der Parameterwerte und der Standardabweichung auf dem Wege 
der Iinearen Regressionsbere&nung babe i& bereits friiher bes&rieben (Kriiger, 
1973). 

Ubereinstimmend habe ich bei den drei angewandten Funktionen das Geburts- 
alter mit Z bezeichnet, es stellt also das in den Tabellen angegebene Alter dar. Die 
zugehSrige GrSt~e habe ich dementsprechend mit YZ und bei der Bertalanffy-Funk- 
tion, die nur auf L~ingenwerte anzuwenden ist, mit I Z bezeichnet. Ftlr das additive 
Alter in der yon Bagenal (1955a) und sp~iter yon Beverton & Holt (1957) modifizier- 
ten Bertalanffy-Funktion benutze ich *0 als Symbol und fiir das additive Alter in der 
Reziprokfunktion das Symbol ~. 

Die Mehrzahl der yon Weymouth et al (1930, 1931) angegebenen Muschel- 
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iSngen stellen Medianwerte dar. Fi.ir die h6heren Altersgruppen, fiir die nicht genii- 
gend Material vorlag, ver6ffentlichten die Autoren Mittelwerte, die aber zum Tell 
offensi&tli& unzuverl~issig sind. Aus diesem Grund wurden nur die besser gesicher- 
ten Medianwerte den Parameter-Bestimmungen zugrunde gelegt und die in den Ta- 
bellen gekennzeichneten Mittelwerte grunds~itzlich aufler Betracht gelassen. Durch 
Extrapolation iiber den ausgewerteten Bereich hinaus wurde aber gepriift, wieweit 
sie den Erwartungswerten entspradlen. 

Wie s&on oben erw~ihnt, stellen die in den Tabellen angegebenen Alterswerte 
nur grobe N~iherungen dar. Die Bertalanffy-Funktion, in Form der Glei&ung (4), 
und die Reziprokfunktion k6nnen durch das in ihnen auftretende additive Alter 
sol&e Abwei&ungen vom wirkli&en Wert in lei&t verst~indli&er Weise ausglei&en. 
Die Funktionen fiihren jedo& ni&t zu iibereinstimmenden Ergebnissen fiir den Zeit- 
punkt der Geburt; er h~ingt vom Verlauf der yon den Fnnktionen beschriebenen 
Kurven ab. 

Auch die Gompertz-Funktion hat die Eigenschat% fehlerhaflce Altersangaben 
auszuglei&en. Zum Geburtstermin kann man kommen, wenn man aus der Funktion 
das Alter yon 0,1 mm langen Muscheln bere&net, wie yon Weymouth & McMillin 
(1930) far die neugeborenen Muscheln angegeben. 

DAS WACHSTUM DER MUSCHELN AUS DER HALLO BAY 

Das Wachstum der Muscheln aus der Hallo Bay soll gesondert behandelt wer- 
den, da es das einzige BeispM ist, fiir das die Aut0ren eine numerische Auswertung 
ver6ffentlicht haben. In der graphischen Darstellung der logarithmischen Wachstums- 
raten glaubten sie eine Unstetigkeit bei der Altersstufe 7 finden zu k~innen und unter- 
teilten aus diesem Grund an dieser Stelle die Wachstumsreihe und errechneten geson- 
derte Parameter far die ersten 7 und fiir die folgenden 12 Altersstufen. Ich werde 
reich bei der Besprechung auf die erste Gruppe beschr~inken. Als prozentuale Stan- 
dardabweichung ergibt sich fiir ihre Parameterwerte 3,16 %. Mit den yon mir ermit- 
telten Parametern [A (Yoo) = 13,7309; B = 7,36902; C = 0,6977] komme ich auf 
eine Standardabweichung yon nut 1,77 %. Auch hinsichtlich der linearen Ann~ihe- 
rung, die vermutlich Weymouth et al. anstrebten, erwiesen sich die angegebenen 
Parameter als iiberlegen. 

Angesichts der Schwierigkeit~ die noch bis vor kurzem die Parameterbestimmung 
der Wachstumsfunktionen bereitete, erschien es mir notwendig zu priifen, ob es m~Sg- 
Iich ist, die Gesamtheit der hinreichend gesicherten Daten der Altersstufen 1--15 mit 
einem einheitlichen Satz yon Parametern wiederzugeben. Als optimale L6sung ergab 
sich hierbei eine relative Standardabweichung yon 4,23 %, was bei einer so langen 
Datenreihe und so erheblichen Grtiflenunterschieden als durchaus befriedigend ange- 
sehen werden kann. Die zugeh6rigen Parameterwerte sind: A = 14,79; B = 7,2307; 
C = 0,6570. Demgegeniiber schneidet die Reziprokfunktion, die optimal eine N~ihe- 
rung yon 9,36 % ergibt, sehr schlecht ab. 

Trotzdem kann man die Gompertz-Funktion nicht als eiue ganz ideale LS- 
sung betrachten, da der Wert yon A, der den asymptotischen Grenzwert der Funk- 
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Tabelle 1 

"Hallo Bay"-Einzelwerte yon Siliqua patula der drei beriicksichtigten Funktionen und ihre 
prozentualen Abweichungen yon den Mei~werten. Die den Zahlen zugrunde liegenden Para- 
meter sind aus den besser gesicherten Medianwerten der Altersstufen 1-15 errechnet. Die Werte 

der Altersstufen 16-19 wurden aus diesen Parametern extrapoliert 

Alter Mei~wert Gompertz-Funktion Bertalanffy-Funktion Rezlprokfunktion 
(Jahre) (cm) (cm) (% Abw.) (cm) (% Abw.) (cm) (% Abw.) 

1 0,34 0,348 + 2 , 4 8  -2,755 -910,4 0,330 - 3,08 
2 2,25 2,119 - 5,84 2,228 -0,97 2,695 +19,79 
3 5,42 5,401 - 0,35 5,874 +8,39 5,456 + 0,66 
4 8,60 8,774 + 2,02 8,542 -0,67 7,769 - 9,66 
5 10,96 11,283 + 2,95 10,495 - 4,25 9,607 - 12,35 
6 12,37 12,854 + 3,91 11,923 - 3,61 11,069 - 10,52 
7 13,17 13,753 + 4,43 12,968 - 1,53 12,249 - 6,99 
8 13,65 14,243 + 4,35 13,733 +0,61 13,216 - 3,18 
9 14,06 14,504 + 3,16 14,292 +1,65 14,021 + 0,28 

10 14,44 14,642 + 1,40 14,702 +1,81 14,700 + 1,80 
1/ 14,75 14,713 - 0,25 15,001 +1,70 15,280 + 3,59 
12 15,08 14,751 - 2,18 15,220 +0,93 15,781 + 4,65 
13 15,38 14,770 - 3,97 15,381 -0,004 16,218 + 5,45 
14 15,50 14,780 - 4,65 15,498 -0,01 16,602 + 7,11 
15 15,80 14,785 - 6,42 15,584 - !,37 16,942 + 7,23 
16 15,61 14,788 - 5,27 15,647 +0,24 17,246 +10,48 
17 15,74 14,789 - 6,04 15,693 -0,30 17,518 +11,30 
18 16,31 14,790 - 9,32 15,726 -3,58 17,763 + 8,91 
19 16,74 14,790 - 11,65 15,751 - 5,91 17,986 + 7,45 

A = 14,79075 cm Loo = 15,818 cm Loo = 22,512 cm 
B = 7,23074 K = 0,3124 IogN = 1,85285 
C =  0,6570 r0 = 1,514 ~e= 0,01 
s~ = 4,23 s~ = 9,36 

tion s das Alter  oo darstellt, no& unterhalb der h~Schsten ausgewerteten Zahl 
(15,80) liegt und letzterer Wert  nicht einmal ein Maximum fiir das Wachstum der 
Muscheln bildet. Es steht also dieser mathematische Grenzwert  im Widerspruch zu 
biologischen Gegebenheiten. Diese Bedenken treffen auch auf die anderen Me~3reihen 
yon Weymouth et al. zu. 

Eine unerwartet  gute N~iherung an die Daten nach dem Wendepunkt  bei 3 Jab- 
ten liefert die Pti t ter-Bertalanffy-Funktion, wie die Tabelle 1 zeigt, in der ich fiir 
dieses eine Beispiel eine ausfiihrliche Nebeneinanderstellung der errechneten Werte der 
drei Funktionen gebe. Die P/.itter-Bertalanffy-Funktion lieieert vor dern Wendepunkt  
erwartungsgem~il3 vollkommen abweichende Zahlen und fiir die erste Altersstufe sogar 
einen negativen Weft. Dieser Umstand schliei3t eine sinnvolIe Anwendung der rela- 
t iven Standardabweichung als Streuungsmai~ naturgem~it~ aus, sie ist & h e r  auch nicht 
angegeben. 

Da anscheinend im Anfangsteil der Datenreihe die Schwierigkeiten ftir die 
mathematische Wiedergabe liegen, unternahm ich den Versuch, die Parameter unter 
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Auslassung des Anfangswertes - also nut fi~r die Altersstufen 2-15 - zu errecknen. 
Fiir die Gompertz-Funktion ergab sick hierdurck eine Verbesserung der Standard- 
Abweichung auf 3,17 %. Fiir die Piitter-Bertalanffy-Funktion lag mit 3,25 % die 
Standardabweichung nur unwesentlich h6her, obwohl auch diese Reihe noch den bei 
Altersstufe 3 liegenden Wendepunkt enthiilt. Zwar wesentlich besser, abet schlechter 
als bei den beiden vorgenannten Funktionen war mit 4,01% die Standardabwei- 
chung der Reziprokfunktion. 

Es zeigte sick, dag allgemein bei den Muscheln yon Alaska mit einem sp~it liegen- 
den Wendepunkt die Fortlassung des Anfangswertes bessere N~iherungen an die iibri- 
gen Daten erbrachte. Die auf diese Weise errechneten Parameter sind im unteren Tell 
der Tabelle 2 angegeben. 

Die Anfangswerte nicht zu beriicksichtigen ersckeint aus dem Grund vertretbar, 
da die Schalen yon Saliqua patula im Verlauf ihres Wachstums erhebliche Propor- 
tions~.nderungen erfahren. Sie ergeben fi.ir die Jugendstadien erhebliche Abweichun- 
gen yon einem normalen Kurvenverlauf, wie er yon den Funktionen beschrieben 
wird. 

Gegen eine begriindete Auslassung einzelner Daten kann man bei Wachstums- 
auswertungen keine ernstlichen Einw~inde erheben, da sick bei zutreffenden Daten und 
zutreffender mathematischer Formulierung aus jedem beliebigen Kurvenstti& theo- 
retisch die gleichen Parameter ableiten lassen. Ich hake es fiir giinstiger - unter Ver- 
zicht auf einen einzelnen Weft - die ganze tibrige Wachstumsspanne mit einheitlichen 
Parametern zu erfassen, als sie durch zwei unterschiedliche S~itze yon Parametern zu 
beschreiben. 

VERGLEICH DES WACHSTUMS DER MUSCHELN 
UNTERSCHIEDLICHER HERKUNFT 

Weymouth et al. (1930, 1931) begnilgten sick nicht mit der Erfassung des 
Waehstums yon Siliqua patulce yon einem Fundort, sondern verarbeiteten Material 
von insgesamt 10 ~Skologisch unterschiedenen Biotopen an der Westktiste yon Nord- 
amerika zwischen Californien und Alaska. Die yon ihnen angegebene geographische 
Breite ist in Tabelle 2 aufgenommen. 

Eine Ubersickt tiber die aus den Wachstumsdaten der 10 Fundorte ermittelten 
Parameter gibt Tabelle 2. Es zeigt sich, dag sick durchweg die Zahlenreihen ftir die 
Medianwerte in befriedigender bis guter N~iherung durch einheitliche Parameter wie- 
dergeben lassen, wenn man den Streubereich der Megwerte berticksichtigt. Wenn auch 
die angegebenen Parameter nickt alle Einzelheiten der Zahlenreihen zum Ausdruck 
bringen, sollen sie dock als Grundlage eines Vergleichs dienen. 

Begonnen werden soll mit der Giite der Ann~iherung der Funktionen an die 
Tabellenwerte. Sie erfolgt auf der Grundlage der prozentualen Standardabweickung. 
Die Gompertz-Funktion lieferte mit nur einer Ausnahme bei den einen Wende- 
punkt einsckliegenden Daten der Muscheln aus der Arktis, wenn man die Para- 
meter der verktirzten Reihen wiihlt, eine bessere Wiedergabe der Wachstumskurven 
als die beiden anderen Funktionen. Die Reziprokfunktion sckneidet bei ihnen recht 
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schlecht ab, denn ihre N~iherung wird in drei F~ilIen sogar yon der Pi~tter-Bertalanffy- 
Funktion [ibertroffen. 

Bei den Datenreihen ohne Wendepunkt erweist sich die Gompertz-Funktion 
weniger geeignet und liefert nur in einem Fall das beste Ergebnis, w~ihrend die 
Piitter-Bertalanffy-Funktion in 3 Fiillen und die Reziprokfunktion in 2 F~illen die 
beiden anderen Funktionen iibertreffen. 

Es ergibt si& also, daf alle drei Funktionen geeignet erscheinen, die vorliegen- 
den Wachstumsdaten n~iherungsweise wiederzugeben. Wenn auch die Reziprokfunk- 
tion bei dem Vergleich der Standardabweichungen nicht allzugut abschneidet, so kann 
man sie trotzdem nicht als ungeeignet bezeichnen und keiner der Funktionen einen 
eindeutigen Vorrang zuerkennen. Den ung[instigen Ergebnissen der Reziprokfunktion 
stehen die h~iufig besseren N~iherungen der Gompertz-Funktion gegeniiber. Es be- 
steht hier ein gewisser Antagonismus zwischen diesen beiden Wachstumsformeln. Das 
ist leicht verst~indlich, da beide Funktionen unterschiedliche Kurven beschreiben und 
je n~ther die Megwerte bei der einen Kurve liegen, urn so weiter entfernen sie sich yon 
der anderen. Durch die besonderen Bedingungen, die beim Linearwachstum yon 
Siliqua patula vorliegen, entsprechen die Daten besser der Gompertz-Funktion als der 
Reziprokfunktion. Es ist abet nicht zul~issig, dieses Ergebnis zu verallgemeinern. Das 
Verh~iltnis der Streuungswerte der P[itter-Bertalanffy-Funktion entspricht etwa denen 
der Reziprokfunktion. 

Im folgenden soll nun versu&t werden, die Parameterwerte der 3 ber[icksichtig- 
ten Funktionen in Beziehung zu den Gegebenheiten ihrer Umwelt zu setzen. 

Der in den drei Funktionen enthaltene Maximalwert ist die GrN~e, der sich der 
Organismus bei unbegrenzter Lebensdauer asymptotisch n~ihern wiirde. Diese Defi- 
nition macht den rein formalen Charakter dieses Parameters deutlich. Der Wert der 
Maximalgr~Sfe h~ingt yon der Waehstums-Formulierung ab und macht daher jede 
biologische Interpretation fraglich. 

Fiir die Gompertz-Funktion ergaben sich in 8 F~illen f~r die Maximalgr~Sfe 
Werte, die no& unterhalb des hSchsten Wertes der zugrunde gelegten Zahlenreihe 
lagen. In den beiden anderen F~illen lag er sehr kurz dari~ber. 

Das in TabelIe 1 wiedergegebene Beispiel der Muscheln yon der Hallo Bay zeigt, 
daf sich durch die fr[ihe Ann~iherung an den Grenzwert die theoretischen Werte - 
etwa ab Altersstufe 12 - nur noch geringfi~gig ~indern, w~ihrend die Mefwerte noch 
erheblich ansteigen. Die relativ geringen Zuwachsraten der iilteren Jahresklassen be- 
dingen, daft der Bezug auf den nahezu erreichten oder auch i~berschrittenen Endwert 
nur zu geringen ErhtShungen der prozentualen Standardabweichung beitragen. Bei der 
Extrapolation in den nicht ausgewerteten Bereichen nehmen die Abweichungen abet 
unzul~issig stark zu. 

Trotz der zumeist befriedigenden Anniiherung an die Mef~daten kann man die 
Gompertz-Funktion daher durch die sehr niedrigen Maximalwerte nicht als eine ganz 
ideale LtSsung ansehen. 

Der Maximalwert der PiJtter-Bertalanffy-Funktion liegt allgemein h/Sher als der 
entsprechende Parameter der Gompertz-Funktion. Das Beispiel der Tabelle 1 macht 
diesen Unterschied dadurch deutlich, daft im extrapolierten Bereich die Ann~iherung 
an die Mef~werte sehr gut ist. Abet auch in diesem Fall liegt der Maximalwert unter- 
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halb der Zahlen ftir die Altersstufen 18 und 19, stellt also auch keinen wirklichen 
oberen Grenzwert ftir das Wachstum dar. 

Der Maximalwert der Reziprokfunktion liegt in allen F~illen - zum Tell erheb- 
lich - tiber den h~Schsten Megwerten und l~iufl: daher kanm Gefahr, yon realen Mes- 
sungen tibertroffen zu werden. Im Beispiel der Muscheln yon der "Hallo Bay" liegt 
der Maximalwert bei 22,5 cm gegentiber 15,8 cm beziehungsweise 15,0 cm bei den 
beiden anderen Fnnktionen. Die Maximalwerte der Reziprokfunktion tiberschreiten 
ohne Ausnahme die Mittelwerte der alten Mus&eln, die bei der Auswertung nicht 
berticksichtigt wurden. Ftir die Gompertz-Funktion triffl: das nur ftir die Muscheln yon 
den Fnndorten "Controller" und "Karl Bar" zu. Ftir die Ptitter-Bertalanfty-Funktion 
liegen nut ftir "Sink" und "Copalis" die Maximalwerte unterhalb der h~Schsten aus- 
gewerteten Zahlen. 

Eine Betrachtung der Tabelle 2 l~igt erkennen, dag die Maximalwerte aller drei 
Funktionen eine zwar nicht strenge, aber doch deutlich zutage tretende Tendenz 
zu h~Sheren Werten bei den n~irdlichen Populationen erkennen lassen. Es steht das in 
I21bereinstimmung mit der Entwicklung grN~erer Tierarten in den kalten Bereichen 
der Erde. Es bleibt hierbei often, ob der auch an dem gesammelten Material zutage 
tretende Unterschied lediglich eine Temperaturwirkung darstellt oder ob lokale Ras- 
sen vorliegen. Da die bei "Copalis", "Sink" und "Channel" in dichter Nachbarscha~ 
lebenden Muscheln unterschiedliche Maximalwerte liefern, scheinen auch die Ern~ih- 
rungsbedingungen einen Einflufl zu haben. 

DER AUSGLEICH DER ALTERSWERTE 

Im Gegensatz zu Liinge und Gewicht, die mit Zuvert~issigkeit gemessen werden, 
stellen die Altersangaben fast ausnahmsios nur N~iherungen dar. Bei freilebenden 
Tieren ist der genaue Termin der Geburt bzw. der Metamorphose in der Regel unbe- 
kannt und eine exakte Altersangabe daher nicht m~Sglich. 

Die drei in dieser Untersuchung berti&sichtigten Funktionen besitzen nun die 
Eigenschafl:, dag sie yon systematischen Fehlern der Altersangaben unabh~ingig sind. 
Bei der Reziprok- und der Bertalanfty-Funktion beruht diese Korrektur auf den 
additiven Alterswerten - ~ bzw. ~0 -, die die Altersangaben in entsprechender Weise 
anpassen. Mathematisch stellen diese additiven Alterswerte ein pr~inatales Alter dar, 
jedoch dtirPce biologisch diese Interpretation im allgemeinen nicht zutreftend sein. 

Da gerade bei den vorliegenden Beispielen die auf den Jahresringen basierenden 
Alterswerte naeh Angabe der Autoren vermutlich um etwa ein halbes Jahre zu hoch 
sind, ftihrte ich zur Orientierung die Parameter-Berechnungen mit urn 0,5 verminder- 
ten Altersangaben durch. Wie erwartet, ergaben sich bei der Reziprok- und der Berta- 
lanfty-Funktion ftir ~ und ~0 um 0,5 verminderte Werte, w~ihrend die beiden anderen 
Parameter sowie die prozentuale Standardabweichung durch die ieinderung der Alters- 
Skala nicht beeinfluflt wurden. 

Das gMche Verhalten zeigt auch die Gompertz-Funktion, wenn auch nicht in 
so durchsichtiger Weise. Die Verschiebung der Alters-Skala l~igt die Parameter A und 
G some die prozentuale Standardabweichung unver~indert; die Anpassung erfolgt 
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durch Anpassung des Parameters B. Dieses wird durch folgende Uberlegung verst~nd- 
Iich: Fiigt man dem Alterswert Z einen konstanten Zeitwert y hinzu, so lautet die 
Potenz yon e : e-C(z+z) = e-Cz �9 e-Cz. Letztere Potenz yon e stellt eine konstante GrN~e 
dar und tritt als Faktor zu dem Parameter B, der in dieser Weise die Anpassung an 
die Alterswerte iibernimmt. 

Der ,0-Wert der Bertalanffy-Funktion stellt den Zeitpunkt dar, zu dem rechne- 
risch der Organismus die Dimension Null h~itte; diese mathematische Deutung war der 
Grund fiir seine Einflihrung. Biologisch ist sie aber nicht richtig, da kein Organismus 
aus dem Nichts entsteht, sondern schon in der Eizelle und davor als eine rffumliche 
Struktur - z. B. in den Chromosomen - vorliegt. In dieser Beziehung entsprechen die 
relativen Wachstumsdarstellungen der Gompertz-  und der Reziprok-Funktion, die 
keine Dimension Null zulassen, besser den biologischen Gegebenheiten. 

~" und r0 stellen Grenzwerte dar, die ftir y Null beziehungsweise "unendlich 
klein" liefern und deren Unterschreitung keine biologisch sinnvolle L6sung ergibt. 

Der y0-Wert, dem wir sowohl in der Bertalanffy- als auch der Gompertz-  
Funktion begegnen, hat eine an&re  Bedeutung: er stellt niimlich die Dimension f/fir 
den Wert 0 der angewandten Alterseinteilung dar, was der rechnerischen Gr6f~e bei 
der Geburt entsprechen wtirde. Man erkennt das leicht, wenn man ftir Z den Weft 0 
einsetzt. Man erh~ilt dann ftir die Bertalanffy-Funktion G1. (1): 

I0 = L~o -- (L~ -- k0) 

und ftir die Gompertz-Funktion: 

In Y0 = In Yoo -- B 

oder: B = In Y~o - in y0 

Letztere Beziehung erscheint yon besonderem Interesse, da sie in einfacher Weise 
die theoretische Dimension bei der Geburt zu berechnen gestattet, die durch Beobach- 
tung verh~iltnism~iSig leicht zu erfassen ist. 

Weymouth & McMillin geben die L~inge der neugeborenen Muscheln mit 0,1 mm 
an. Ermittelt man aus den Gompertz-Parametern fiir die ganzen Meflreihen der 
Tabelle 2 die Werte fllr y0, so erhSlt man die in Tabelle 3 (Spalte a) angegebenen 
Zahlen. Fiir die Muscheln aus Alaska entsprechen sie wenigstens in der Gr~Sf~enordnung 
den Erwartungswerten. Ftir die Muscheln aus den stidlichen Gebieten ergeben sich 
dagegen - mit Ausnahme yon " C o p a l i s "  - Werte, die erheblich unter 0,1 mm liegen, 
was besagt, dai~ die Altersangaben zu hoch angenommen wurden. 

Man kann aber an& aus der Funktion errechnen, bei welchem Alter eine L~inge 
yon 0,1 mm zu erwarten wffre und erh~ilt auf diese Weise einen Hinweis auf die 
Fehls&fftzung der eingegebenen Alterswerte. Mathematisch gegeben ist die Fehl- 
schfftzung (X1-Xs) mit: 

in B1 -- In Be 
X1 -- Z'P -- C (14) 

(Zl aus Parameter B1 der Tabelle 2. Zs und B~ ftir die Geburtslffnge yon 0,1 mm korri- 
gierte Werte). 

Die erhaltenen Werte sind in Tabelle 3 (Spalte b) zusammengestellt. Fiir die 
Muscheln aus dem arktis&en Gebiet ergaben sich aus den - Altersstufe 1 einschliei~en- 
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Tabelle 3 

Auf 0 bezogene - gektirzre - Werte der Gompertz- und der Reziprok-Funktion. Die Zahlen 
fiir y0 = 0,01 cm sind fiir die Parameter in Spalte c und e yon den Altersangaben der Tabellen 
yon Weymouth et al. (1930, 1931) fiber das Wachstum yon Siliqua patula abzuziehen beziehungs- 

weise zu addieren 

Populationen 
Gompertz-Funktion Reziprokfunktion 

Alter fiir Alter far 
yf i i rz  = 0  y0--0,01cm B y0 = 0,01cm Z0-~e 

cm Alters- korrigiert Alters- 
korrektur Korrektur 

(a) (b) (c) (d) (e) 

Pismo 0,0007 - 0,296 7,122 - 0,802 0,082 
Crescent 0,0280 - 0,129 7,161 - 0,678 0,178 
Channel 0,0531 - 0,072 7,037 - 0,619 0,219 
Sink 0,00003 - 0,399 7,051 - 0,840 0,080 
Copalis 0,1352 + 0,033 7,208 - 0,683 0,123 
Masset 0,0143 - 0,210 7,164 - 0,692 0,232 
Swickshak 0,0822 - 0,037 7,304 - 0,565 0,495 
Hallo Bay 0,1071 + 0,014 7,299 - 0,543 0,553 
Controller 0,1626 +0,113 7,064 - 0,430 0,670 
Karl Bar 0,1536 + 0,095 7,342 - 0,499 0,579 

den - Parametern in der N~ihe yon Null liegende beziehungsweise positive Werte. Die 
angenommenen Alterswerte w~iren demnach flir sie zutreffend oder auch zu niedrig. 
Bei den sildlichen Muschelpopulationen treffen wir mit Ausnahme yon "Copalis" auf 
negative Fehlsch~itzungen. Die Altersangabe nach den Jahresringen w~ire demnach zu 
hoch, allerdings nicht ganz so hoch, wie die Autoren annehmen. Man mutg bei den 
Zahlen in Betracht ziehen, dat~ sie Extrapolationen tiber den ausgewerteten Bereich 
hinaus darstellen und daher nicht eindeutig und mit erheblicher Unsicherheit behaver 
sin& 

Die um die Fehlsch~itzung korrigierten Altersangaben erfordern nattirlich ftir die 
Riickberechnung andere B-Werte, deren Beziehung zur Fehlsch~itzung dutch GI. (14) 
gegeben ist. Im vorliegenden Fall, in dem die Geburtsliinge 0,01 cm betr~igt, liegen 
die Verh~iltnisse besonders einfach, denn es ist: in Y o o -  in 0,01 = in 100. Yoo = B. 
Da die Maximalwerte fiir alle Populationen sehr nahe beieinander liegen, betrifft das 
auch die B-Werte, die fiir die siidlichen Mus&eln zwischen 7,04 und 7,21 und ftlr die 
n/Srdlichen Muscheln zwischen 7,06 und 7,34 schwanken (Tabelle 3, Spalte c). 

Zu abweichenden Ergebnissen ftihrt die Reziprokfunktion. Die in Tabelle 2 an- 
gegebenen ~-Werte treffen nur fiir die Alterssch~itzung aus der Zahl der Zuwachsringe 
zu. Diese ~:-Werte setzen sich zusammen aus dem pr~inatalen Alter und der Korrektur 
ftir die Altersangabe, die im vorliegenden Fall dominiert. Die zumeist negativen Vor- 
zeichen besagen, dat~ mathematisch gesehen die Entwicklung erst nach dem Alters- 
wert 0 begonnen hat. Auch hiernach sind die Altersangaben zu hoch anzusehen. 

Ftir einen besseren Einblick mtissen wir auch im vorliegenden Fall aus den Para- 
metern der Tabelle 2 das rechnerische Alter ftir die Geburtsl~inge yon 0,1 mm errech- 
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hen. Die erhaltenen Zahlen sind in Tabelle 3 (Spalte d) aufgenommen und geben an, 
um welche Werte die Altersstufen zu hoch angenommen wurden. Den fiir die korri- 
gierten Alterswerte zutreffenden ~-Wert erh~It man bei negativem Vorzeichen dur& 
Subtraktion des Ausgangswertes yon dem Alter ftir y = 0,01 cm. Er soll als "korri- 
gierter" $-Wert bezeichnet werden. Er ist sinnvollerweise in allen F~illen positiv, fiir 
die arktischen Populationen htJher als fiir die stidlichen. 

Die Alterskorrekturen, die im Mittel etwa 0,7 betragen und um den die ur- 
sprlinglichen Alterswerte zu vermindern sind, erscheinen fiir die stidlichen Muscheln 
recht hoch. Fiir die n/Srdlichen Muscheln liegen sie im Bereich der Sch~itzung der 
Autoren. 

Die korrigierten ~-Werte differieren nicht sehr erheblich und liegen in ihrer 
GdStlenordnung durchaus im Bereich einer priinatalen Entwicklungszeit. Ein sehr 
deutlicher Unterschied tritt in den Werten fiir die nSrdlichen und siidlichen Populatio- 
Hen zutage. 

Unabh~ingig yon der Deutung yon ~ als pr~inatales Alter besitzt dieser Parameter 
noch einen rein mathematischen Aussagewert, n~imlich als Kriimmungsparameter fiir 
die relativen Wachstumskurven. Niedere ~-Werte beschreiben stark gekrtimmte Kur- 
ven rnit steilem anfiinglichen Kurvenanstleg, der sich sehr bald abflacht und schon 
friih dem Endwert n~ihert. Die reduzierten ~'-Werte liegen recht niedrig und sprechen 
ftir ein sehr schnelles Anfangswachstum, das aber bei den arktischen Bestiinden etwas 
langsamer abl~iuflc. 

An dieser Stelle erhebt slch die Frage, in welchem Parameter bei der Gompertz- 
Funktion dieser Unterschied im Kurvenverlauf zum Ausdruck kornmt. Zu ihrer KiWi- 
rung habe ich die reduzierten ~--Werte der Tabelle 3 der HShe nach geordnet und 
ihnen die entsprechenden C-Werte der Gompertz-Funktion gegeniibergestellt. Es er- 
gab sich eine voile ~3bereinstimmung in der Rangordnung, allerdings mit dem Unter- 
schied, daf~ bei der Gompertz-Funktion die hSheren Werte st~irkeren Kurvenkriim- 
mungen entsprechen und umgekehrt. Zu den B-Werten ergab sich keine entsprechende 
Korrelation, so dag dem Parameter C alleine die Rolie als Kr~immungsparameter 
zuzuschreiben ist. 

Bei der Bertalanffy-Funktlon entspricht die Folge der K-Werte der Ordnung der 
~- und C-Werte, so dag man bei ihr in diesem Parameter den Ausdruck s die Kur- 
venkKimmung sehen mug. Durch das Fehlen des Wendepunktes f~illt bei der Berta- 
lanffy-Funktion der Anfangstell der Kurve so steil ab, dag sich keine sinnvollen Zeit- 
angaben f[ir die Geburt ergeben. 

DER WENDEPUNKT 

Es ist seit langem bekannt, dag in typischen F~illen die graphische Auftragung 
linearer Wachstumsdaten als Funktionen der linearen Alterswerte zu Sigmoid-Kur- 
yen fiihrt. Bei dem vorIiegenden Datenmaterial zeigen die Muscheln aus Alaska einen 
solchen Verlauf, aber nicht immer ist in den Wachstumsdaten der Wendepunkt deut- 
lich ausgepr~igt. Es tritR dieses vor allem bei Daten flir das Liingenwachstum zu. 



Mathematik des tierischen Wachstums 513 

Die ungef~ihre Lage des Wendepunktes l~t~t sich aus den Daten ablesen, wenn 
man die linearen Differenzen zwischen den einzelnen Werten als Funktion des Alters 
auftr~igt und nach Augenmag eine Kurve dutch die erhaltenen Punkte zieht. Die auf 
diese Weise erhahenen Sch~itzwerte sind in Tabelle 2 wiedergegeben. Bei den Muscheln 
siidlicher Herkunf~ liegt der Wendepunkt in der N~ihe yon 1,5 Jahren fiir die Alters- 
angaben der Tabellen. Bei den arktischen Muscheln liegt er dagegen bei einem Alter 
yon etwa 3 Jahren. 

Die semilogarithmische Darstellung der Logarithmen der Dimensionen als Funk- 
tion der llnearen Alterswerte liefert eine Kurve, die im Anfangsteil steil ansteigt, mit 
zunehmendem Alter sich immer mehr abflacht und keinen Wendepunkt aufweist. Sie 
n~ihert sich asymptotisch einem Maximalwert. Diese "relative" Wachstumskurve stellt 
gleiche prozentuale Zuwachsraten durch gleiche Steigungen dar. Ihre Abflachung be- 
sagt also, dag im Verlauf des Wachstums die auf die jeweilige GrSge bezogene rela- 
tive (prozentuale) Geschwindigkeit sich kontinuierlich vermindert und dem Wert Null 
n~ihert. Weymouth et al. (1930, 1931) haben klar erkannt, dag bei der Auftragung 
der linearen Werte dieser Kurve ein Wendepunkt auftritt. 

Der Wendepunkt stellt also eine rein mathematische Konsequenz der im Verlauf 
des Wachstums abnehmenden relativen Wachstumsraten dar, und es bleibt unverst~ind- 
lich, daft bis in die neueste Zeit hinein (Scharf, 1969) diese Erkenntnis unbeachtet 
blieb und der Wendepunkt als Ausdruck besonderer Umstellungen im Organismus 
angesehen wird. 

Scharf (1969) benutzte fiir die Darstellung des Wendepunktes beim L~ingen- 
wachstum des menschlichen Embryo eine Funktion, die den Tangens hyperbolicus ent- 
hSlt. Hoeppe (1959) wendet gegen dieses Vorgehen, das zuvor schon Smith (1954) 
vorschlug, mit Recht ein, dag der Tangens eine um den Wendepunkt symmetrische 
Kurve beschreibt, eine solche Symmetrie aber fiir Wachstumskurven nieht zutri~. 

Die genaue Lage des Wendepunktes ergibt sich f~ir Kurven, denen eine bekannte 
Funktion zugrunde liegt, aus dem zweiten Differentialquotienten. Bei der Gompertz- 
Funktlon erh~ilt man hierfiir: 

in B 
ZWendepunkt  - -  C ( 1 5 )  

F~ir die Reziprokfunktion ergibt sich: 

in N 
~Wendepunkt  = 2 -~ (16) 

Ein Vergleich des aus der Berechnung sich ergebenden Zeitpunktes mit dem in 
den Megwerten auftretenden Wendepunkt kann als weiteres Kriterium fiir die Beur- 
teilung einer Wachstumsfunktion dienen. In Tabelle 2 sind daher far die Gompertz- 
und die Reziprok-Funktion die aus'den ermittelten Parametern erhaltenen Zahlen 
fiir die zeitliche Lage des Wendepunktes wiedergegeben. Die Parameterberechnung 
erfolgt bei beiden Funktionen iibereinstimmend auf der Basis der relativen Wachs- 
tumskurven. 

Wie ein Vergleich mit der in Tabelle 2 wiedergegebenen gesch~itzten Lage der 
Wendepunkte erkennen l~ii~t, kommen die Werte der Gompertz-Funktion den wi.rk- 
lichen Verh~iltnissen durchweg sehr nahe. Demgegeniiber ergeben slch aus der Rezi- 
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prokfunktion in allen F~illen zu niedrige Werte. Hinsichtlich der Lage des Wende- 
punktes bietet also die Reziprokfunktion - trotz ihrer zumeist besseren N~iherung 
an gegebene Wachstumsdaten - keine befriedigende LSsung. 

DIE WACHSTUMSGESCHWINDIGKEIT 

Die Geschwindigkeit, mit der Organismen wachsen, stellt eine GrS~e dar, deren 
zahlenm~iBige Erfassung ftir die Bearbeitung zahlreicher Fragen yon Bedeutung w~ire. 
Der Weg hierzu kann nur tiber mathematische Wachstumsbeschreibungen ftihren. Sta- 
tistische Verfahren erscheinen bei der Inkonstanz der Wachstumsraten nur begrenzt 
anwendbar. Wir miissen allerdings feststellen, dag mlt den Modellen allelne das 
Problem noch nicht gelSst ist. Keine der Funktionen enth~ilt einen Parameter, der 
eine eindeutige Aussage tiber die Wachstumsgeschwindigkeit gestattet. Auch die als 
Wachstumskonstanten bezeichneten Parameter erftillen diese Aufgabe nicht. 

Die Ursache liegt darin, dag es keine einheitliche Wachstumsgeschwindigkeit gibt, 
sondern daf~ sie sich sfiindig - absolut und relativ - ~indert. Durch die Differential- 
quotienten der Funktionen [G1. (22) und G1. (24)] l~t~t slch zwar die Wachsturns- 
geschwindigkeit ermitteln, abet nut ftir bestimmte Zeitpunkte, und die Berechnung 
erfordert neben der Angabe des Alters den Einsatz praktisch aller Parameter. 

Es war schon Weymouth et al. (1930) aufgefallen, daig die aus dem Stiden stam- 
menden Muscheln yon "Pismo" anf~inglich sehr viel schneller wachsen als ihre Art- 
genossen aus Alaska. Sie sind im zweiten Jahr schon so grof~ wie die Muscheln aus 
der Arktis erst mit 4 Jahren. Nach dieser Zeit abet tibertreffen die Alaska-Muscheln 
das Wachstum der stidlichen Best~inde und werden im Alter zumeist auch grislier. 

Die Beobachtung verdeutlicht an einem konkreten Fall die Schwierigkeit einer 
eindeutigen Aussage tiber die Wachstumsgeschwindigkeit, sie l~itlt sich aber anhand der 
Wachstumsmodelle leicht versfiindllch machen. Die Dimension am Wendepunkt steht 
bd der Gompertz- und der Reziprok-Funktion in einem festen Verh~iltnis zur Maxl- 
maldimension und h~ingt auss&lieglich yon ihr ab. Bei der Gompertz-Funktion ist 
die Gr/5t~e beim Wendepunkt gegdSen durch: 

A 
Y W e n c l e p u n k t  - -  - -  - -  c a .  0.368 Yoo (17) 

e 

Ftir die Reziprokfunktion betr~igt die Gr~Sf~e beim Wendepunkt: 

Y W e n d e p u n k t  Y m ~ x  - -  " -- ca. 0,135 Yoo (18) 
e 2 

Bei frtiher Lage des Wendepunktes, wie er fiir die stidlichen Muscheln zutri~, 
wird diese GrSfle schneller erreicht, also ist ihre Wachstumsgeschwindigkeit hSher. Das 
Wachstum ist dann aber infolge der Begrenzung durch den angestrebten Maximalwert 
verlangsamt. Bei einem sp~iter liegenden Wendepunkt finden wit dementsprechend 
ein verlangsamtes Wachstum vor und ein beschleunigtes Wachstum nach dem Wende- 
punkt. Die Befunde an den verschiedenen Populationen yon Siliqua patula besfiitigen 
die mathematischen Erw~igungen, wobei allerdings zus~itzlich der Unterschied noch 
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deutlicher gemacht wird durch die geringeren Maximalgrgfgen der Muscheln siidlicher 
HerkunPc. 

Fiir die Bertalanffy-Funktion hat Hohendorf (1966) abgeleitet, dab der Para- 
meter K einen dimensionslosen Zahlenwert darstellt, der yon der Wachstumsges&win- 
digkelt abh~ingt und daher als "Wa&stumskonstante" bezel&net werden kann. Das 
glei&e t r i~  au& auf den Parameter C der Gompertz- und den Parameter N der 
Reziprok-Funktion zu. Abet alle drei Ges&windigkeitskonstanten stellen fiir sich 
alleine keine exakten und verglei&baren Zahlenwerte dar, sondern nut in Kombi- 
nation mit anderen Parametern. Sie sind, wie oben besprochen wurde, unabh~ingig 
yon Fehlsch~itzungen des Alters und kSnnen daher direkt der Tabelle 2 entnommen 
werden. Aus ihr kann man erkennen, dafg die Parameter K und C eine allerdings 
nicht ganz strenge Tendenz zur Abnahme vom Siiden zum Norden erkennen lassen. 
Die Werte fiir N - und damit auch ffir log N - steigen dagegen nach Norden bin; sie 
liegen fiir die siidlichen Besdinde unter 1,0 und fiir die Muscheln aus Alaska fiber 1,0. 

Die Frage, wieweit diese Unterschiede ledigli& auf den unterschiedli&en Tem- 
peraturbedingungen beruhen, oder ob au& genetis&e Unters&iede dur& Rassenbil- 
dung vorliegen, l~igt si& auf diesem Wege naturgem~ifg nicht beantworten. 

Fiir eine genauere Erfassung der Wachstumsgeschwindigkeiten, wie sie wohl schon 
Weymouth und seine Mitarbeiter ins Auge gefafgt hatten, sind die Wachstumskonstan- 
ten offensichtlich ungeelgnet. Hier miissen wit nach anderen MSglichkeiten suchen. 

Die n~i&stliegende LSsung stellt die Halbwertzeit dar, also die Zeit, die benStigt 
wird, um auf den halben Weft der mathematischen MaximalgrSge heranzuwa&sen. 
Sie umfagt das ganze Wa&stum vor dem Wendepunkt und einen Tell der Wachs- 
tumsgeschwindigkeit nach dem Wendepunkt. Hghere Werte kennzei&nen verst~ind- 
licherweise geringere Ges&windlgkeiten und umgekehrt. Aus den Parametern der 
Gompertz-Funktion errechnet sie sich zu: 

in B - In In 2 
Halbwertzeit = C (19) 

Far die PStter-Bertalanffy-Funktion ergibt sie sich zu: 

In 2 
+ ~o (20) 

K 
Halbwertzeit - 

Fiir die Reziprokfunktion erh~ilt man: 

Halbwertzeit - 
log N 

(21) log 2 

Die in Tabelle 4 wiedergegebenen Halbwertzeiten lies fiir die Gompertz- 
und die Bertalanffy-Funktion, deren Maximalwerte nicht sehr unterschieden sind, 
di&t beieinander liegende Zahlen. Entsprechend den hSheren Maximatwerten der 
Reziprokfunktion liegen - mit einer Ausnahme - die aus ihren Parametern erre&- 
neten Halbwertzeiten hSher. Hinsi&tli& der relativen Bewertung der Wachstums- 
ges&windigkeiten stimmen die Halbwertzeiten der drei Funktionen flit die vers&ie- 
denen Fundorte vollkommen iiberein. Eine besonders hohe Wa&stumsges&windig- 
keit finder si& neben den Mus&eln yon "Pismo" bei den Mus&eln yon "Sink" und 
"Copalis". Die niedrigsten Wachstumsgeschwindigkeiten weisen die Muscheln aus 
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Alaska und hier besonders yon "Controller" auf. Ftir einen allgemeiner gtiltigen 
Vergleich sind die Halbwertzeiten ungeeignet, da sie zu stark yon der Endgr~Sge 
abh{ingeri. 

Wie oben betont wurde, macht es die fortlaufende Anderung der Wachstums- 
geschwindigkeit unm~iglich, sie ftir die ganze Wachstumsperiode durch eine einzelne 
Zahl zu kennzeichnen. Sie l~it~t sich nur far einzelne Zeitpunkte dutch den Differen- 
tialquotienten festlegen. Als solcher erscheint der Wendepunkt der Wachstumskurve 
bevorzugt, an dem die Wachstumsgeschwindigkeit ihr Maximum erreicht. Es ist gtin- 
stig, daf~ sich hierfiir sehr einfache L6sungen ergeben. 

Der Differentialquotient der Gompertz-Funktion lautet: 

d y  
dx - y ' B ' C ' e  - c ' z  (22) 

Setzt man in ihn die far y und Z aus G1. (15) und G1. (17) sich ergebenden L~Ssungen 
ein, so erh~ilt man ftir die Maximalgeschwindigkeit im Wendepunkt" 

A . C  
Maximalgeschwindigkeit - (23) 

e 

Ftir den Differentialquotienten der Reziprokfunktion" 

d y  lnN 
d z  = y" (Z + ~)2 (24) 

erh~ilt man in entsprechender Weise, wenn man G1. (16) und G1. (18) einsetzt: 

4. Y~ Ym~ 
Maximalgeschwindigkeit - ee " In N - 0,2351 log N (25) 

Bei beiden Funktionen beschr~inkt sich die Beschreibung der Maximalgeschwin- 
digkeit am Wendepunkt auf zwei Parameter. Bei der Reziprokfunktion ist besonders 
bedeutungsvoll, dag der additive Alterswert ~ ausgeschaltet ist und daher auch ein 
Vergleich unterschiedlicher Kurvenformen m~Sglich erscheint. Wie die Verh~ilmisse 
bei der Gompertz-Funktion liegen, ist nicht klar, da bei ihr der Parameter C als 
Krtimmungsparameter fungiert. 

Die aus den Parametern der Tabelle 2 errechneten Maximalgeschwindigkeiten 
sind zur Erleichterung eines Vergleichs neben den Halbwertzeiten in Tabelle 4 wie- 
dergegeben. H~Jhere Zahlen kennzeichnen h~ihere Wachstumsgeschwindigkeiten und 
umgekehrt. 

Die Anordnung der Fundorte erfolgte in Tabelle 4 nach der H~She der errech- 
neten Maximalgeschwindigkeiten. Sie l~iuft bei der Gompertz- und der Reziprok- 
Funktion genau parallel und mit Ausnahme yon "Channel" und "Masset" auch 
parallel den Halbwertzeiten. Die - wie die Tabelle zeigt - mehrfach bestStigten 
Aussagen tiber das relative Verh~iltnis der Wachstumsgeschwindigkeiten dtirfie dem- 
nach zutreffend sein und geeignet als Grundlage ftir eine Diskussion der Ergebnisse 
zu dienen. 

Ganz eindeutig ergibt rich die h~Schste Wachstumsgeschwindigkeit ftir die Mu- 
scheln des stidlichsten Fundortes bei ,,Pismo". Ursache diirfie wohl die hohe durch- 
schnittliche Wassertemperatur in dieser Breite sein. Sie ist aber nicht alleine bestim- 
mend fiir die Wachstumsgeschwindigkeit. Die Fundorte "Sink" und "Channel" lie- 
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Tabelle 4 

Vergleich der Zahlen der ber~icksichtigten Funktionen flir die Halbwertzeiten und die Maximal- 
gesehwindigkeiten am Wendepunkt ftlr das Wachstum yon Siliqua patula 

Populationen Halbwertzeiten Maximalgeschwindigkeiten 
Gompertz- Bertalanffy- Reziprok- Gompertz- Reziprok- 
funktion funktion funktion funktion funktion 

Pismo 1,57 1,49 1,58 8,33 13,12 
Sink 1,62 1,53 1,59 8,06 12,58 
Copalis 1,77 1,72 1,86 6,46 9,53 
Crescent 1,97 1,98 2,41 6,00 6,88 
Massett 2,26 2,37 2,96 5,43 5,40 
Channel 2,03 2,11 2,72 4,96 5,38 
Schwickshak 3,46 3,50 4,25 3,45 4,44 
Hallo Bay 3,68 3,73 4,58 3,28 3,99 
Karl Bar 3,81 3,91 5,24 3,18 3,58 
Controller 3,96 4,68 6,58 2,25 2,38 

gen dicht benachbart bei "Copalis", so daf~ die Temperaturbedingungen praktisch 
idendsch sein diir~en, sie unterscheiden sich aber st~irkstens hinsichtlich der Wachs- 
tumsgeschwindigkeit. Die Wachstumsgeschwindigkeit bei "Sink" ist die h6chste nach 
"Pismo". Der Standort ist nach Weymouth & McMillin (1930) gekennzeichnet durch 
einen stark schlickhaltigen Sand und fehlende Brandung. In sch~irfstem Gegensatz 
hierzu steht das sehr langsame Wachstum der Muscheln yon "Channel", deren Stand- 
oft kiesig und starken Str/Smungen ausgesetzt ist. Wenn die Autoren den yon der 
Brandung ausgewaschenen Sand yon "Copalis" f~ir besonders g~instig halten, so t r i~  
das hinsichtlich der Wachstumsgeschwindigkeit nicht ganz zu. Immerhin abet tiber- 
t r i~  sie die Wachstumsgeschwindigkeit der welter si~dlich bei "Crescent" gefundenen 
Best~inde, die vermutlich bei hBheren Wassertemperaturen leben. Die geringe Wachs- 
tumsgeschwindigkeit der Best{in& yon "Masset" d/ir~e auf die n~Srdliche Lage des 
Fundortes zur~ickzuf~ihren sein. Das triffi natiirlich in no& h~herem Maf~e auf die 
Muscheln aus Alaska zu, f~ir die die Autoren abet keine hinreichende Beschreibung 
der Fnndorte geben. 

Die mathematische Analyse l~if~t also als Faktoren, die das Wachstum der Mu- 
scheln beeinflussen, die Temperatur und Umweltbedingungen und wahrseheinlich das 
Nahrungsangebot erkennen. Die Oberlagerung dieser Faktoren, die vermutlich in 
unterschiedlicher Weise das Wachstum beeinflussen, macht den sehr verschieden gestal- 
teten Verlauf der Wachstumskurven yon den verschiedenen Fundorten verst~indlich. 

DIE ALLOMETRIEBEZIEHUNG 

Die Aufdeckung der Oberfl~ichenabh~ingigkeit des StoEwechsels dutch Rameaux 
& Sarrus (1837/39, zitiert nach Thompson, 1952) brachte erstmals die Erkenntnis, 
daft tierischen Wachstumsprozessen - mathematisch gesehen - Exponentials 
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zugrunde liegen. Sie gipfelte in der Aufstellung der heute als allometrische Funktion 
bezeichneten Formel durch Snell (1891) un d Dubois (1897). 

Nachdem sich die yon Huxley & Teissier (1936) vorgeschlagene Schre,ibung der 
Funktion nicht durchsetzen konnte, benutze ich sie in neuerer Zeit in der Form: 

y = a .  xB (26) 

In ihr stellen x und y die verglichenen Dimensionen dar; a ergibt sich f~ir x = 1; 
fl stellt den allometrischen Exponenten dar, der die quantitive Beziehung zwischen 
den verglichenen Dimensionen wiedergibt. Durch Logorithmierung geht die Funk- 
tion in die Gleichung einer Geraden tiber, die zur Ermittlung der beiden Parameter 

a und fl dient. 
Die allometrische Funktion beschreibt die Ver~inderung der relativen GrtSf~e 

zweier Dimensionen eines wachsenden Organismus unter Ausschaltung des Alters 
und stellt eine allgemeine Formulierung ftir die Beziehung zwischen den Dimensio- 
hen geometrisch ~ihnlicher K~Srper dar. 

Biologisch besitzt grot~es Interesse das Verh~iltnis der Lineardimension zum 
Volumen oder mit anderen Worten: das Verh~iltnis yon L~inge zu Gewicht. Theo- 
retisch w~ire in diesem Fall ftir den Exponenten fi der Wert 3,0 zu erwarten, wenn 
das Wachstum ohne Veriinderungen der Gestalt abl~iu~. Diese Bedingung scheint in 
vielen F~illen auch erftillt zu sein. Weymouth und seine Mitarbeiter haben ihre Mes- 
sungen auf die Bestimmung einer Lineardimension beschr~inkt, so daf~ das Gewicht 
der Muscheln unbekannt ist. 

Da mir abet die Aufkl~irung der Beziehung der Gompertz-Funktion zur allo- 
metrischen Funktion sehr bedeutungsvoll erscheint, mtSchte ich diese Frage an dem 
Zahlenmaterial behandeln, das Sella (1929) tiber das Wachstum des Thunfisches ver- 
tSffentlichte. Es umfaf~t das L~ingen- und Gewichts-Wachstum tiber 14 Altersstufen, 
also eine recht weite Spanne, die ftir die Testung yon Wachstumsfunktionen geeignet 
erscheint. Die allometrische Auswertung liefert ftir den Exponenten fi mit 2,9973 fast 
den theoretischen Wert; f t i ra  ermittelt sich in Gramm ausgedrtickt der Wert 0,0167. 

Da die yon mir angegebenen Gompertz-Parameter f~ir das Wachstum des Thun- 
fisches durch Variation des Maximalwertes ermittelt wurden (Krtiger, 1973), ein Ver- 
fahren, dem gewisse Bedenken gegentiberstehen, babe ich sie entsprechend der im 
methodischen Abschnitt geschilderten Weise neu berechnet. Das neue Verfahren ergab 
eine etwas geringere Standardabweichung bei nicht sehr erheblich ver~inderten Para- 
meterwerten, tiber die Tabelle 5 eine Ubersicht gibt. 

Die Beziehung yon Wachstumsfunktionen zur allometrischen Funktion setzt vor- 
aus, dat~ die zu vergleichenden Dimensionen als Funktion eines identischen Alters- 
wertes beschrieben werden k/Snnen, um diesen zu eliminieren. Formal ergibt sich hier- 
bei folgende Beziehung zwischen Gompertz- und Allometrie-Parametern: 

Bw 
i n a = l n W o o - - / 3 ' l n  Loo; f l - -  B1 (27a, b) 

Um die Bedingung eines identischen Alterswertes zu erftillen, habe ich die Zah- 
lenreihen far L~inge und Gewicht auf der Basis eines gemeinsamen mittleren Wertes 
von C = 0,1592 ausgewertet. Die Zahlen sind in Tabelle 5 wiedergegeben. Fiir 
beide Dimensionen ergab sich dutch den vom Optimum abweichenden C-Wert keine 
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Tabelle 5 

Parameter fiir das L~ingen- und Gewichtswachstum nach den Daten yon Sella fiir das Wachstum 
yon Thunnus thynnus 

Allometris&e Funktion a fl s ~ 

0,01675 g 2,9973 4,56 

Gompertz-Funktion A B C s % 

L~inge (optimal) 292,696 1,7916 0,1670 1,47 
L~inge (interpoliert) 301,205 1,7999 0,1592 1,57 
Gewicht (optimal) 496,194 5,4331 0,1514 4,63 
Gewicht (interpoliert) 451,042 5,3978 0,1592 4,95 

Bw 
fl = B1 (interpolierte Werte) = 2,9989 

Reziprokfunktion Ymax logN ~ s % 

LS.nge (optimal) 547,863 6,9343 6,40 
L~inge (interpoliert) 586,454 7,6895 7,00 
Gewicht (optimal) 3761,874 24,4727 7,36 
Gewicht (interpoliert) 3330,323 23,0663 7,00 

log Nw . . . .  
fl = l o ~ m t e r p o n e r t e  Werte) = 2,9997 

1,36 
1,51 
3,20 
3,38 

sehr erhebliche Verschlechterung der prozentualen Abweichung. Das Verh~iltnis 
Bw/Bi ~ 2,999 lieferte fast den gleichen Wert wie die Allometrie-Auswertung. Hie> 
mit ist die Ableitung der allometris&en Beziehung aus der Gompertz-Funktion au& 
numerisch best~itigt. 

In Tabelle 5 sind zum Verglei& die fiir die Reziprokfunktion einzusetzenden 
Parameterwerte aufgenommen. Hinsichtlich der angegebenen prozentualen Standard- 
abweichung zeigt sie sich auch gegeniiber den neu ermittelten Gompertz-Parametern 
etwas iiberlegen. Wir miissen aber wieder feststellen, dat~ sie die Lage des Wen&- 
punktes far das L~ingenwa&stum unzutreffend wiedergibt. Die hS&ste Zuwa&srate 
iiegt zwis&en den Altersstufen 3 und 4. Aus den Parametern der Reziprokfunktion 
erre&net sich seine Lage bei 1,57 Jahren, also wesentlich zu niedrig. Demgegeniiber 
liefert die Gompertz-Funktion mit 3,49 Jahren einen wesentlich besseren Weft. 

Man darf aber die bessere S&~itzung der Lage des Wendepunktes dur& die 
Gompertz-Funktion nicht verallgemeinern. Die Daten fiir das Gewichtswachstum zei- 
gen bis zur hS&sten Altersstufe yon 14 Jahren steigende Zuwa&sraten, so dag also 
der Wendepunkt sp~iter liegen mug. Wenn in diesem Fall si& seine Lage aus der Gom- 
pertz-Funktion zu 11,18 Jahren erre&net, so ist das also si&er unzutreffend. Ob der 
Wert yon 20,78 Jahren, den die Reziprokfunktion angibt, ri&tig ist, entzieht sich 
leider einer Na&priifung. 

An dieser Stelle sei noch eine Bemerkung eingeflochten. Aus den Parametern 
aller drei benutzten Funktionen errechnet sich fiir den Alterswert 0 - also die L~inge 
bei der Geburt - eine L~inge yon etwa 45 cm. Das ist natiirlich ein absolut unmSg- 
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licher Weft und es liegt daher die Vermutung nahe, daf~ die Alterssch:,itzungen in den 
Tabellen nicht zutreffend sind. Hieraus wiirde auch der aut~erordentlich bohe Wert 
verst~indlich, der sich bei der Reziprokfunktion f~ir das pr~inatale Alter ergab. 

ALLOMETRIE-SUMMATION 

Mit der Ableitung der allometrischen Beziehung aus der Gompertz-Funktion 
erschien es erforderlich, zu prtifen, ob sie auch eine LSsung fiir das Problem der 
Allometrie-Summation zul~iiSt. Hierbei handelt es sich um die Frage, ob sich mehrere 
allometrische Funktionen zu einem Ganzen summieren lassen, das wieder durch eine 
allometrische Funktion wiedergegeben werden kann. Es ist dieses ein Problem, das 
lange Zeit diskutiert und fiir unl~Ssbar gehalten wurde. Ausgehend yon der Rezi- 
prokfunktion gelang es mir (Kriiger, 1970), hierffir eine LSsung zu geben und ich 
gewann den Eindruck, da!g man sie auch ausgehend yon der Gompertz-Funktion 
erhalten k/Snnte. 

Das Vorgehen entspricht dem bei der Reziprokfunktion angewandten Verfah- 
ten. Stellen wir die aus Teilen zusammengesetzte Gr~Si~e y: 

Yl + Y~ + Y3 + . . . . .  Ya = Y (28) 
mit Hilfe der Gompertz-Funktion als Funktion des Alters dar, so erhalten wir: 

Ale-B1 e-cz + A2e-B2 e-Cz + A3e-~8 e-cz + . . . . .  A~e-Bn ~-cz = Ae -B~-cz (29) 

Differenzieren wir diese Summe, ergibt sich: 

d y - ylB1Ce -cz. + y~B~Ce-Cz + y3BsCe-Cz + . . . . .  ynBnCe-Cz = yBCe-Cz (30) 
d z  

Wie wir sahen, ist f/Jr das Zutreffen der allometrischen Beziehung Vorausset- 
zung, dat~ die verglichenen Wachstumsprozesse als Funktion eines identischen Alters- 
wertes dargestellt werden kSnnen. Im vorliegenden Falle besagt dieses, das neben 
dem Alterswert Z auch der Parameter C fiJr alle einzelnen Glieder i]bereinstimmt. 
Durch Division mit BCe-Cz geht G1. (30) dann fiber in: 

Bi B~ B8 Bn 
y l ~ + Y ~ - - ~ - - - + Y 3 - - f f - - +  . . . . .  Yn B - - Y  (31) 

Nun wissen wir, dai~ der Quotient B1 den allometrischen Exponenten fi dar- 
B~ 

stellt. Aul~erdem sind yl, y2 usw. Dimensionen einer beliebigen Altersstufe. Daher 
k~Snnen wir an ihrer Stelle auch die a-Werte einsetzen und erhalten dann die Glei- 
chung: 

al~l + a~fl~ + a~3 + . . . . .  a ~ .  -~ 1 (32) 

Die 1 fiir die Summe der Produkte der allometrischen Parameter ergibt sich da- 
durch, dab die a-Werte auf die Einheit der Yergleichs-Dimension bezogen werden. 

Die erhaltene L~Jsung der Allometrie-Summation ist identisch mit der, die ich 
ausgehend yon der Reziprokfunktion erhalten hatte (Kri~ger, 1970). Beim Vergleich 
der beiden Arbeiten muf~ man aber beachten, daig ich in der Zwischenzeit die Sym- 
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bole fiir die beiden Parameter der allometrischen Funktion ge~indert habe. In der 
damaligen Arbeit hatte ich auch an dnem konkreten Beispiel das Zutreffen der 
mathematischen Ableitung best~itigen kSnnen und aut~erdem, daft sich ftir die Summe 
der a-Werte 1 ergibt: 

al + a ~ + a a +  . . . . .  a n =  1 (33) 
Die aus zwei unterschiedlichen Funktionen erhahene identische LSsung macht 

wohl sicher, dag in G1. (32) eine Grundregel ftir die Entwicklung der KSrperpropor- 
tionen eines wachsenden Organismus gegeben ist, auch wenn s ie-  wie in der damali- 
gen Arbeit gezeigt wurde - nur eine sehr gute N~iherung darstelh. 

DISKUSSION DER AUSWERTUNGEN 

Die Rasiermesser-Muschel (razor clam) dient in Nord-Amerika als Speise- 
muschel. Daher war man an ihrem Wachstumsverhahen interessiert, und Weymouth 
und seine Mitarbeiter konnten ihre Messungen an einem sehr umfangreichen Material 
yon 10 klimatisch sehr unterschiedlichen Fundpl~itzen durchftihren. Ihre Megwerte 
darf man also in den biologisch gegebenen Grenzen als zuverl~issig ansehen. 

Ihr Zahlenmaterial weist allerdings den Mangel auf, dafg es nut L~ingenmes- 
sungen bietet. Das Grundph~inomen jeden Wachstums bildet aber die Zunahme der 
Iebendigen Masse, der gegentiber die VergrSf~erung der Lineardimensionen eine 
sekund~ire Erscheinung darstelh. Ein Rtickschlui~ auf das Massenwachstum w~ire nur 
mSglich bei Kenntnis der quantitativen Beziehungen zwischen Lineardimension und 
Gewicht. Die erheblichen ~inderungen der Schalenproportionen im Verlauf des 
Wachstums sprechen gegen einfachere exponentlelle Beziehungen, wie sie durch die 
allometrische Funktion erfat~t werden kSnnen. Hierdurch lassen sich vielleicht einige 
Schwierigkeiten erkl~iren, die sich bei der Auswertung ergaben. Vermutlich stellen 
also die Daten ftir das nicht-isometris&e Wa&stum yon Siliqua patuIa keine "nor- 
mal" verlaufenden Wa&stumskurven dar. 

Es liegt eine untibersehbare Zahl yon Vors&l~igen ftir Wachstumsformeln vor, 
unter denen die Ptitter-Bertalanffy-Funktion allgemeinere Anerkennung gefunden 
hat. Daher enthahen auch zahlreiche Wa&stumsuntersuchungen Angaben tiber die 
Parameter dieser Funktion. Demgegentiber wurde die Gompertz-Funktion nur sehen 
Wa&stumsbes&reibungen zugrunde gelegt. S&wierigkeiten bei der mathematischen 
Auswertung dtirften hierftir verantwortlich gewesen sein. Die ansehnliche Zahl yon 
VerSffentli&ungen, die sich mit der Parameter-Bestimmung der Wa&stumsfunktio- 
nen befassen, lassen die bis in die neueste Zeit hineinreichenden S&wierigkeiten er- 
kennen. 

Die vorliegende Untersuchung best~itigte, dat~ auch die Gompertz-Funktion 
zur Approximation yon Wachstumskurven geeignet ist. Im Grunde w~ire sie der 
Bertalanffy-Funktion vorzuziehen, da sie si& auch zur Wiedergabe yon Kurven mit 
einem Wendepunkt eignet. 

Bei den Daten fiir das Wachstum der Mus&eln aus der Arktis mit einem ziem- 
lich sp~it gelegenen Wendepunkt erwies sich die Gompertz-Funktion deutlich als iiber- 
legen. Die Frage, in welchem Umfang das ni&t-isometrische Wachstum diesen Vor- 
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rang begiinstigt, mug often bleiben. Fiir die Darstellung der Kurven mit sehr friihem 
Wendepunkt war sie weniger gvt geelgnet. 

Eine eindeutig bevorzugte Stellung kann man keiner der drei beriicksichtigten Funk- 
tionen zuschreiben. Die Ptitter-Bertalanfty-Funktion lieferte zwar zumeist sehr gute 
NXherungen, man hat aber doch das Fehlen eines Wendepunktes als einen grunds~itz- 
lichen Mangel anzusehen. Mit Hoeppe (1959) mug man fordern, dab ein wirklich 
brauchbares Wachstums-Modell den Wendepunkt einschliegt, der in zahlreichen 
Wachstumskurven auftritt. Die Gompertz-Funktion erfiillt zwar diese Bedingung, 
jedoch erscheint bei ihr der Abstand zwischen den hSchsten Megwerten und dem 
oberen Grenzwert der Funktion zu gering, so dab eine Extrapolation iiber den Meg- 
bereich hinaus zumeist nicht mSglich ist. In vielen F~illen errechnet sich der Maximal- 
wert sogar - wie bei den Megreihen yon Siliqua patula - niedriger als der hSchste 
Megwert, was biologisch wenig sinnvoll erscheint. 

Die Reziprokfunktion erscheint demgegeniiber als giinstigere LSsung, da sie 
auch bei Kurven mit Wendepunkt gute N~iherungen erreicht und der obere Grenz- 
weft einen hinreichenden Abstand yon den hSchsten Melgwerten aufweist. Der Wen- 
depunkt ftir die ]inearen Werte errechnet sich aus dieser Funktion abet zu einem 
zu friihen Zeitpunkt. Also stellt auch die Reziprokfunktion keine exakte Beschrei- 
bung yon Wachstumskurven dar. 

Die Ptitter-Bertalanfty-Funktion enth~ilt ebenso wie die Gompertz-Funktion den 
Zeitwert als negativen Exponenten yon e. Nun ist: 

1 
e x 

Formen wir in diesem Sinn die Bertalanfty-Funktion urn, so schreibt sich G1. (1): 

Y o o - -  Yo 
YZ = Yoo eKZ (34) 

Die einmal logarithmierte Gompertz-Funktion G1. (6) nimmt dann die Form an: 

in Yoo - -  in 110 
In y ---- In Yoo -- eC z (35) 

Fiir die ]ogarithmlerte Reziprokfunktion ergab sich G1. (13): 

in N 
in y = in Ym~x -- - -  

Diese Darstellung der drei beriickslchtigten Funktionen macht ihre grunds~itzlich 
iibereinstimmende Struktur deutlich. Die jeweilige GrSt~e ergibt sich aus der Difte- 
renz zwischen dem oberen Grenzwert der Funktion und dem Quotienten eines kon- 
stanten Parameters im Z~ihler und dem variablen Zeitwert im Nenner. Der reziproke 
Zeitwert beschreibt die mit zunehmendem Alter sich asymptotisch dem Wert Null 
n~ihernden Wachstumsraten. Der Zeitwert wird bei der Reziprokfunktion yon einem 
linearen Weft gebildet, bei der Gompertz- und der Bertalanfty-Funktion dutch eine 
Potenz yon e. Hierin liegt der wesentliche Unterschied der Funktionen. 

Die Gompertz- und die Reziprok-Funktion beruhen auf logarithmischer Basis. 
Diese relative Darstellung entspricht mehr dem Wesen yon Wachstumsvorg~ingen als 
die lineare Wiedergabe durch die Bertalanffy-Funktion, da die Zuwachsraten abh~in- 
gig sind yon der gegebenen GrSfle eines Organismus. 
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Konstante relative Wachstumsraten wiirden bei semilogafithmischer Darstellung 
eine Gerade ergeben. Die in der Kriimmung der logarithmischen Wachstumskurve 
zum Ausdruck kommende kontinuierliche Abnahme der relativen Wachstumsraten 
macht das Auftreten eines Wendepunktes bei der linearen Darstellung der gleichen 
Werte verst~indlich. Im Beginn der Entwicklung - besonders deutlich beim Embryo - 
sind die linearen Zuwachsraten sehr gering, die auf die AusgangsgrSf~e bezogenen 
relativen Wachstumsraten aber um ein Vielfaches grSf~er als beim spiiteren Wachstum. 
Im weiteren Verlauf vermindern sich die relativen Wachstumsraten fortIaufend, 
w~ihrend der lineare Zuwachs mit zunehmender Gr6i~e des Individuums zun~ichst 
zunimmt, bis am Wendepunkt die zunehmenden linearen und abnehmenden rela- 
tiven Wachstumsraten gleich grof~ werden und sich iiberschneiden. Danach nehmen 
mit zunehmendem Alter beide Wachstumsraten fortlaufend ab und n~hern sich dem 
Wert Null. W~ihrend sich die relative Wachstumskurve fortlaufend abflacht, beginnt 
und endet die absolute Wachstumskurve mit sehr geringen Steigungen und dazwi- 
schen liegt um den Wendepunkt der steilste Anstieg der Kurve. Die Auftragung der 
linearen Zuwachsraten als Funktion des Alters liefert eine schiefe Glockenkurve mit 
Maximum beim Wendepunkt. 

Relative Wachstumsdarstellungen mit abklingenden Wachstumsraten liefern uns 
also eine rein mathematische, yon Hypothesen unbelastete Deutung fi~r das Auf- 
treten eines Wendepunktes, wie schon Weymouth (1931) erkannte: "the inflection 
becomes a mere mathematical consequence of the course of relative growth." Jede 
zur x-Achse gekriimmte logarithmische Kurve ergibt unabh~ingig yon der zugrunde 
liegenden Funktion fiir ihre linearen Werte einen Wendepunkt. 

Eine zutreffende Angabe des Wendepunktes setzt abet die Kenntnis der genauen 
Formulierung des Kurvenverlaufs voraus, und diese Bedingung wird weder yon der 
Reziprok- noch yon der Gompertz-Funktion erfiillt. Die Ursache diiri~e in einer 
unzutreffenden Beschreibung des Abk!ingens der Wachstumsraten liegen. Im Augen- 
blick kann ich aber noch keine anderen LSsungen erkennen. Das Alter als Potenz 
yon e bew~ihrt sich anscheinend gut in der Gompertz-Funktion fiir den Anfangsteil 
der Kurven, aber weniger fiir den Abschnitt nach dem Wendepunkt. Das diir~e 
daran liegen, daf~ f~ir die hSheren Alterswerte diese Potenzen zu schnell ansteigen 
und den Quotienten sehr niedrigen Werten n~,ihern, was wlederum zur Folge hat, 
dai~ der Maximalwert fri~her erreicht wird, als mit bioIogischen Gegebenheiten ver- 
einbar ist. 

Auch wenn die hier gepriiften Funktionen keine ganz exakte Wiedergabe yon 
Wachstumsdaten liefern, diir~e die von ihnen erreichte N~iherung fi~r viele Frage- 
stellungen ausreichend sein. Dariiber hinaus erscheinen sie sehr bedeutungsvoi1 fiir 
ein tieferes Eindringen in das Verstiindnis yon Wachstumsvorg~ingen. Das gilt aIler- 
dings weniger fiir die Piitter-Bertalanffy-Funktion, zu deren Gunsten auf ihre Ab- 
leitung aus dem Anabolismus-Katabolismus-Konzept hingewiesen wird. Ihre Iineare 
Fassung rnut~ man abet aIs weniger giinstig ansehen. 

Nun sind in dem Piitter-Bertalanffy-Ansatz: 

dw  
= c ~ .  w 2 / 3  - -  ~ . w  (36) d z  
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Anabolismus (a .  w 2/8) und Katabolismus (x" w) in Form ihrer allometrischen Bezie- 
hung zum Gewicht benutzt. Das hier vorliegende Problem der Allometrie-Summa- 
tion l~it~t sich, wie wir oben sahen, fiber die beiden relativen Funktionen ItSsen. Beide 
Funktionen stellen also gleichberechtigte LSsungen des Anabolismus-Katabolismus- 
Ansatzes dar, besitzen abet in hSherem Maf~ den Charakter yon Waehstums- 
modellen. 

Auch wenn sie keine ganz idealen L~Ssungen darstellen, erflillen sie doch eine 
Reihe von Forderungen, die an eine Wachstumsformel zu stellen sind. Besondere 
Bedeutung kommt ihrer relativen Darstellung zu. Die Neubildung lebender Substanz 
h~ingt yon der vorhandenen Menge ab - grot~e Organismen haben grtff~ere Zuwachs- 
raten als kleinere - somit erfaf~t schon die relative Darstellung ein wesentliches Merk- 
real organischen Wachstums. In ihrer logarithmischen Form erlauben ferner die bei- 
den relativen Funktionen durch Ausschaltung des Alterswertes die Ableitung der 
allometrischen Beziehung zwischen zwei Dimensionen eines wachsenden Organismus, 
die an zahllosen Beispielen best~itigt wurde. Dariiber hinaus erm~Sglichen beide Funk- 
tionen eine identische LSsung fiir das Problem der Summation mehrerer allometrisch 
wachsender Glieder zu einem Ganzen. Die Bedeutung der logarithmischen Darstel- 
lung ffir das Auftreten eines Wendepunktes in der linearen (absoluten) Wachstums- 
kurve hatte ich welter oben behandelt. Wie wir sahen, wird er verursacht durch die 
mit zunehmendem Alter abnehmende Wachstumsgeschwindigkeit. Hier stogen wir in 
der Wachstumsfunktion auf das Problem des Alterns yon Organismen, niimlich die 
Frage nach der Ursache der Vermin&rung der Wachstumsgeschwindigkeit. 

In einer sehr verdienstvollen Dissertation hat Hoeppe (1959) aus der Literatur 
100 Vorschl~ige fiir Wachstumsfunktionen zusammengestellt und kritisch besprochen. 
Die Zusammenstellung ist nicht vollst~indig, schliegt zum Beispiel nicht die in dieser 
Arbeit ausgewertete Reziprokfunktion yon Zucker & Zucker (1941) ein. Die Gesamt- 
zahl der bis heute ver/Sffentlichten Vorschl~ige diir&e etwa doppelt so hoch sein. Zum 
Tell stellen sie allerdings nur Anpassungen an spezielle Beispiele dar. Eine wirklich 
brauchbare Funktion sollte abet doch einen weiteren Anwendungsbereich umfassen. 
F~ir die drei hier ber~icksichtigten Funktionen t r i~  das zu, da die auf das Wachstum 
yon Muscheln angewandten Funktionen an anderer Stelle fiir das Wachstum yon 
Fischen und S~iugetieren benutzt wurden. Hier treffen wir auf eine andere Erkennt- 
nis, die uns nur dutch mathematische Modelle vermittelt werden kann, daft n~imlich 
den sehr verschiedenartig erscheinenden Wachstumskurven aus weiten Bereichen des 
Tierreiches einheitliche Gesetzmiigigkeiten zugrunde liegen. 

Diese Einsicht kSnnen kaum die yon manchen Autoren vorgeschlagenen Reihen- 
entwicklungen verschiedener Form vermitteln, die sich mit einer reinen Simulation 
der Zahlenfolgen begniigen. 

Besondere Schwierigkeiten hat die Darstellung des Wendepunktes in linearen 
Wachstumskurven bereitet. Auch wenn wir sein Auftreten aus den relativen Wachs- 
tumsbeziehungen erkliiren k/Snnen, bildet die Besehreibung seiner exakten Lage im- 
mer noch ein offenes Problem. Da der Verlauf der sogenannten logistischen Funktion 
einen Wendepunkt einschliegt, haben sie verschiedene Autoren zur Anwendung auf 
Wachstumsdaten vorgeschlagen. Die dutch ihre Symmetrie um den Wendepunkt 
gekennzeichnete Funktion erscheint htSchstens nach der Einfiihrung weiterer Para- 
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meter f~ir die Beschrdbung yon Wachstumsdaten geeignet. In iihnlicher Weise hat 
Scharf (1972, 1973) neuerdings mit  dem Tangens hyperbolicus und anderen Sigmoid- 
Funktionen versucht, den Wachstumsablauf menschlicher Embryonen zu simulieren. 
Solche Verfahren mSgen geeignet sein, hinrdchende N~iherungen an gegebene Daten 
zu simulieren. Keine der besprochenen Funktionen liefert eine vollkommen befriedi- 
gende Simulation yon Wachstumskurven, und es mui~ daher ein erstrebenswertes Ziel 
bleiben, vorhandene M~ingel der heutigen Wachstumsfunktionen zu beheben. Dieses 
wiire vielleicht durch zusiitzliche Parameter mSglich. Ailerdings i~bersehe ich noch 
ni&t, an welcher Stelle und in welcher Form sie eingesetzt werden k~nnten. 

Scharf (1977) hat neuerdings eine um einen Parameter erweiterte Gompertz- 
Funktion vorgeschlagen, aber nur an einem einzigen Beispiel - dem menschlichen 
Embryonalwachstum - getestet. Ob diesem Versuch eine allgemeinere Bedeutung zu- 
kommt,  bleibt often. Man mut~ immer im Auge behalten, daft eine reine Simulation 
yon Zahlenfolgen nicht die LSsung eines Wachstumsmodelles darstellt. 

Fi~r die Aufstellung eines grunds~itzlich anderen Wachstumsmodells lassen sich 
noch keine Ans~itze erkennen. So werden wir uns auch weiterhin mit  den gegebenen 
N~iherungslSsungen begn/.igen mtissen. 
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