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ABSTRACT: On the mathematics of animal growth. I. Bases of a new growth function. 
Graphical analysis of growth data obtained on the fish Roccus americanus by MANSUE'rl 
(1961a) has led to the development of a new growth formula, which seems to be more appro- 
priate for expressing quantitative aspects of animal growth than the formulas presented 
previously. The new formula appears to be generally applicable for the mathematical des- 
cription of animal growth; it reads: 

Dmax 
d z -  1 

N z + ~  

or in the logarithmic form (used more frequently): 

I 
log d Z ~ log Draax log N 

(d = diraension in the age Z; Dl~lax = maximal size; N = constant of velocity; 8 = additive 
time value). 
The formula expresses growth in weight and length. Dmax represents the maximum dimension 
which the animal would attain on the basis of the mathematical expression chosen, under 
conditions of infinite and unlimited growth. The curvature of the logarithmic growth curve 
is determined by ~ in the denominator of the exponent. 8 also participates in the deter- 
mination of the velocity of growth as is shown by the differential quotient: 

1 d d  In N 

dz dz (Z + ~)2 

is mathematically a prenatal age; N or log N represent the constant of velocity. In the 
graphical representation the logarithms of the dimension given on the ordinate are plotted 
against the reciprocal value of age enlarged by the constant value of ~. If the value of ~e is 
chosen correctly, all measured values are more or less located on a straight line. In this manner 
it is possible to determine the value of ~. Calculation of the three parameters is outlined in 
the text. For the growth of R. americanus and R. saxatilis (length and weight) 8 is 2.1. The 
difference between the two dimensions is characterized by the values for log N and Dm~x. In 
R. saxatilis the parameters for the postIarval growth are applicable from the age of 8 weeks 
to 14 years. The new formula includes a point of inflection which coincides with the observed 
maxima of growth rates. The turning point is located at: 

In N 
Z inflection point -- 2 

= 1,15 log N - -  ~e 
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In R. saxalitis growth previous to an age of 8 weeks (larval growth) may also be expressed 
by the new formula; the calculated value for $ is then nearly one month. The value for log N 
is very high. At the transition from larval to postlarval growth, the curve shows a second 
inflection point. A third inflection point seems to be located at the transition from embryonic 
to the larval development. A comparision of growth rates in R. saxatilis from different 
localities shows that their pronounced differences find their mathematical equivalent primarily 
in differences of log N; the values for ~ are nearly the same or not very different. It is possible 
to obtain the parameters for the allometric funktion from the new formula: 

log N1 Dm~xl 
a - - - -  and b -- - -  

log N2 Dm~xa 

The new formula also explains the FOI~D-WALFORD relation. With respect to growth in length, 
it produces nearly the same values as does the BERTALANVF~ formula. Since the new formula 
includes an inflection point, it is also possible to calculate growth occuring previous to this 
point; this is not possible by employing the B~RTALANFFY formula. The new formula is easier 
to handle than the ones previously presented and allows direct calculation of weight and 
other dimensions following the allometric formula. 

E I N L E I T U N G  

D a s  P r o b l e m  d e r  m a t h e m a t i s c h e n  W i e d e r g a b e  d e s  

W a c h s t u m s  a l s  F u n k t i o n  d e r  Z e i t  

Mathematische Formulierungen biologischer ZusammenhS.nge gewinnen zuneh- 
mend an Bedeutung und werden in der Zukuntt  eine immer wichtigere Rolle spielen 
(z. B. WATeRMANN 1962). Das Mifgtrauen vieler Biologen gegenfiber mathematischen 
Formulierungen ist um so weniger berechtigt, als mathematische Ableitungen sich jeder- 
zeit viel leichter als andere Befunde nachpriifen lassen. Eine meisterhafi geschriebene 
und auf einmaliger Kennmis des alten und neuen Schrifitums beruhende Darstellung 
der alten Diskussion der Biologen tiber die Anwendbarkei t  der Mathematik auf ihre 
Probleme gibt D'ARcY THOMPSON (1952) in der Einleitung seines Werkes ,,On growth 
and form". Mit genialem S&arfbl i& erkannte dieser Autor  friihzeitig, datg si& das bei 
vielen Biologen herrschende Dogma, Ph~inomene des Lebendigen seien mathematis& 
ni&t far'bar, nicht aufrecht halten l~if~t. Wenn vielerorts no& die Anwendung mathe- 
matischer Verfahren auf biologis&e Probleme abgelehnt wird, so diirfke das im wesent- 
lichen darauf beruhen, dat~ die mathematische Schulung der Biologen heute noch unzu- 
reichend ist. 

Ein bevorzugtes Objekt far die mathematische Behandlung eines biologischen 
Ph~inomens stellt das Wachstum dar. So regelm~itgig, wie die Kurven erscheinen, die 
man bei der graphischen Darstellung yon Wachstumsdaten erh~ilt, so schwierig hat sich 
die Aufgabe erwiesen, diese Zahlenfolgen als Funktion der Zeit durch eine mathe- 
matische Formel wiederzugeben. Welt fiber 100 VorschF, ige sind hierfiir gemacht wor- 
den, yon denen aber nut wenige - und dann nur nS.herungsweise - die Forderungen 
erfiillen, die an eine brauchbare Wachstumsfunktion zu stellen sind. Eine ro l l  befrie- 
digende Ltisung hat sich his heute noch nicht gefunden. 
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In der vorliegendeix Arbeit soll nun eine neue Funktion vorgeschlagen werden, die 
in jeder Beziehung alle bisherigen Wachstumsformulierungen eindeutig iibertri~ und 
in weitestem Umfang den Anforderungen gerecht wird, die an eine allgemeingiiltige 
Wachstumsfunktion zu stellen sind. 

Die Gegner einer mathematischen Darstellung des organischen Wachstums begriin- 
den ihre Ablehnung mit dem Argument, daf~ ein so komplexer Vorgang, wie es das 
Wachstum darstellt, unm~glich in eine mathematische Formel zu fassen sei und dai~ 
zu viele Faktoren in seinen Ablauf eingreifen. Hinsichtlich letzteren Einwurfs ist zu 
betonen, dag wir zuniichst nur das normale Wachstum beriicksichtigen k~Snnen, dai~ wir 
aber andererseits ein abweichendes Wachstum nur exakt erfassen, wenn wir den Ver- 
lauf der normalen Wachstumskurve kennen. Der einzige Schliissel zur exakten Be- 
schreibung einer Wachstumskurve ist abet die mathematische Formel. 

tn einer mathematischen Darstellung kann man auch nicht den Ausdruck einer 
mechanischen Auffassung der Lebensvorg~inge sehen. Zun~ichst soll diese ja nur eine 
m~Sglichst genaue Beschreibung der beobachteten Wachstumskurven geben und die Zah- 
lenfolge, die wit gefunden haben, mathematisch definiert wiedergeben. In welchem 
Umfang eine Wachstumsformel in ihrer Gestalt oder den darin enthaltenen Parametern 
weitergehende SchRisse erlaubt, ist eine zweite Frage. Hierin liegt ein Kriterium, das 
uns eine Entscheidung hinsichtlich der Brauchbarkeit mehrerer zur Verfiigung stehen- 
der Formeln gestattet. Hier iiegt weiterhin der heuristische Wert einer zutreffenden 
Wachstumsformel. 

Es kann keinem Zweifel unterliegen, dal~ es unter normalen Bedingungen - also 
bei ausreichender Ern~hrung und Fehlen sch~idigender Umwelteinflilsse - ein normales 
Wachstum gibt. Die alltiigliche Erfahrung an den uns umgebenden Organismen lehrt, 
dal~ das Wachstum in streng geordneten Bahnen abl~iufL Die KSrpergrN~e ist ein 
wesentliches Merkmal bei der Sch~itzung des Alters eines Organismus, wenn auch kein 
absolut eindeutiges Merkmal, da die allen biologischen Vorg~ingen eigene Variabilit~it 
auch das Wachstum betritR. Schalten wir aber durch Bildung eines Mittelwertes aus 
einer gen[igenden Anzahl yon Indlviduen die abweichenden Varianten aus, so ergeben 
sich doch unter identischen Bedingungen fl.ir die aufeinanderfolgenden Altersstufen 
recht konstante und reproduzierbare Zahlenfolgen. Es dl.irf[e wohl auch auf keinen 
ernst zu nehmenden Widerspruch stot~en, wenn man hieraus schlief~t, dag das Wachs- 
turn eines Organismus kein chaotischer, sondern ein gesetzm~if~ig gesteuerter Vorgang ist. 

Die relativ einfach zu gewinnenden Wachstumskurven, die untereinander groi~e 
~hnlichkeit aufweisen, offenbaren, daf~ dem Wachstum eine allgemein g[iltige Gesetz- 
m~il~igkeit zugrunde liegt. So ist es verst~indlich, dai~ sich so vMe Autoren um die Auf- 
stellung einer ,,Wachstumsformel" bemiiht haben. Der Vorteil einer mathematischen 
Bearbeitung von Wachstumsvorg~ingen liegt darin, dal~ die zugrunde liegenden Daten 
- zumeist L~/nge und Gewicht - so leicht zu gewinnen sind, daf~ auch ~iltere Unter-- 
suchungen ein hohes Maf~ yon Zuverl~issigkeit besitzen. 

Die mathematische Darstellung des Wachstums ist ni&t nur ein theoretisches Pro- 
blem, sondern auch £iir viele praktische Fragen wesentlich. Eine Zusammenfassung um- 
fangrei&er Zahlenreihen in einigen KenngrSf~en vereinfa&t nicht nut die Beschreibung 
des Wachstums, sondern bildet auch f~ir VergMchszwe&e eine unerl~if~liche Vorausset- 
zung. So wird verst~indtich, daf~ man sich in der angewandten Zoologie (z. B. B~ol)v 
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•945, B~WRTON & HOLT 1957) sowie in der Medizin (z. B. BACKMAN t931) immer 
wieder um eine mathematische Darstellung des Wachstums bemiiht hat. 

Da nur wenige Biologen mit dem Problem der Wachstumsmathematik vertraut 
sind, m6chte ich im folgenden Abschnitt eine kurze l~bersicht tiber die bekanntesten 
Formulierungen geben, vor allem auch deswegen, weil sich in den sp~iteren Kapiteln 
die Notwendigkeit ergibt, sie zu erw~ihnen. 

I~BERSICHT I~BER WICHTIGE WACHSTUMSFORMULIERUNGEN 

D i e  a l l o m e t r i s c h e  F o r m e l  

Es ist kein Zufall, daf~ der erste Versuch einer mathematischen Darstellung von 
Wa&stumsvorg~ingen auf Beobacahtungen der Stoffwechselphysiologie beruht. Auf die 
entscheidende Rolle, die diese Forschungsrichtung ftir die Aufdeckung quantitativer 
Zusammenh~inge im biologischen Geschehen innehat, wies neuerdings LOCKER (1964) 
in tiberzeugender Weise hin. 

Schon im Beginn des vorigen Jahrhunderts erkannte man, dag der Stoffwechsel 
der Warmbliitler mit zunehmender KSrpergr(5t~e (bezogen auf die Gewichtseinheit) ab- 
nimmt. L~MaNN (1951) bezeichnete diese Erscheinung als Stoffwechselreduktion. 
RAM~AUX (1837/39) versuchte damals die Vermin&rung der W~irmeerzeugung im Ver- 
laufe des Wachstums mathematisch als eine Funktion der Oberfl~ichenentwicklung dar- 
zustellen: 

W~irmeerzeugung ........ Gewicht 4} X const. 

Als RUNNERS Oberfl~ichenregel wird die Formel yon RAMEAISX auch heute no& in 
der Physiologie diskufiert. Wir wissen aber jetzt, dab erstens die Beziehung des Stoff- 
wechsels zur K/Srperoberfliiche mathematisch nicht so eindeutig ist, und dab wir sie 
zweitens auch bei wechselwarmen Tieren realisiert finden, bei denen die causale Be- 
ziehung zur W~.rmeabgabe an der Oberfl~iche fehlt. Es handelt sich hierbei vielmehr 
um einen Spezialfall der sogenannten allometrischen Formel 

y = b • x ~ (1) 

Sie wurde zun~ichst yon DUBOlS (I897) und SNELL (1891) ftir morphologische 
Merkmale aufgestellt. Wie wir heute wissen, hat sie auch filr physiologische Gr/St~en 
Gtiltigkeit. Die allometrische Formel stellt zwei Dimensionen eines Organismus 
(x und y) in eine funktionelle Beziehung zueinander. Der Faktor b und der Ex- 
ponent a waren lange Zeit rein rechnerische Gr~Sf~en. Ihre Deutung aus der neuen 
Wachstumsfunktion soil welter unten gegeben werden (p. 118). 

Bedeutungsvoll ist die allometrische Gleichung dadurch geworden, daf~ sie zeigte, 
daf~ man Wachstumsvorgiinge der verschiedensten Art im ganzen Tierreich durch eine 
verh~iltnism~igig einfache Formel beschreiben kann (HuxLey 1932, N~EDHAM 1932, 
TEISSI~R 1936). Aber in der allometrischen Formel ist der Zeitfaktor eliminiert. Atle 
Autoren, die sich mit ihr besch~it~igt haben, empfanden dieses als einen erheblichen 
Mangel. Die allometrische Funktion gibt nur Proportions~inderungen zwischen den 
GrSgen x und y eines Organismus im Verlauf des Wachstums wieder. 
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Von noch gr6t~erem Interesse als das relative Wachstum ist seine Darstellung als 
Funktion der Zeit. Die Grundlage hierf~ir bilden Wachstumsmessungen. Solche diirften 
am Menschen schon vor langer Zeit erstmals vorgenommen sein. Belegt ist eine Meg- 
reihe des Grafen PHILIBERT GU~N~A~ DE MON'r~rlH~AR1) aus dem 18. Jahrhundert, iiber 
die BurtoN berichtet (zitiert nach D'ARcY THOMVSON 1952). Seit dem Anfang des 
vorigen Jahrhunderts wurde dann ein grof~es Tatsachenmaterial iiber das Wachstum 
des Menschen und sp~iter auch der Tiere gesammelt, so dag wir heute tiber recht um- 
fangreiche Unterlagen zur Kl~irung eines Problems verfiigen, das no& seiner L~Ssung 
harrt. 

D i e  a b s o l u t e  u n d  r e l a t i v e  W a c h s t u m s k u r v e  

Die graphische Darstellung der Megwerte als Funktion der Zeit auf normalem 
Millimeterpapier bezeichnet man in der Literatur als ,,absolute Wachstumskurve". Im 
typischen Fall verl~iu~ diese im Anfangsteil flacher, steigt dann steil an, um sich an- 
schliet~end wieder abzuflachen. Die typische Kurve ist also S-f/Srmig. Die absoluten 
Wachstumsraten nehmen bis zu einem gewissen Zeitpunkt - Wendepunkt - zu und 
gehen anschlief~end in die Endphase tiber, die dutch abnehmende Wachstumsraten ge- 
kennzeichnet ist. Der Wendepunkt der S-Kurve ist die Zeit des maximalen Wachstums 
und liegt in ihrem Anfangsteil. Der Wendepunkt ist manchmal nicht scharf ausge- 
pr~igt, kann scheinbar auch ganz fehlen. Vor allem seine mathematische Wiedergabe 
stieg bislang auf S&wierigkeiten. 

Die lineare Darstellung des Wachstums f/.ihrt dadurch zu Verzerrungen, dal~ im 
Anfang der Entwicklung der Zuwachs um eine Dimensionseinheit unter Umst~nden 
eine Vervielfachung der vorhandenen Gr~Si~e bedeutet, beim adulten Tier dagegen noch 
in den Schwankungsbereich der Einzelmessungen f~illt. Grunds~itzlich besser ist daher 
eine Darstellung, die den jeweiligen Zuwachs in proportionale Beziehung zur gegebenen 
Gr~5t~e setzt. Man erh~ilt sie, wenn man nicht die linearen Werte der Dimension, sondern 
deren Logarithmen als Funktion des Alters darstellt. In einem semilogarithmischen 
Koordinatensystem ist diese Art der Darstellung des Wachstums sehr einfach durchzu- 
f~ihren. Die auf diese Weise gewonnene Kurve wird als ,,relative Wachstumskurve" 
bezeichnet. Der Verlauf der logarithmischen Wachstumskurve ist insofern einfacher, 
als sie keinen Wendepunkt besitzt, sondern sich im Laufe des Wachstums kontinuierlich 
abflacht. Offensichtlich strebt sie asymptotisch einem Maximalwert zu. Die togarith- 
mische Darstellung von Wachstumswerten zeigt auch nicht mehr den unterschied- 
lichen Verlauf f/ir die einzelnen Dimensionen, den man bei der linearen Wiedergabe 
findet. Die Kurven fiir das L~ingen- und Gewichtswachstum ~ihneln sich dutch ihre kon- 
tinuierliche Abflachung. Ein solches Verhalten ist verst~indlich, da der Beziehung zwi- 
schen diesen Gr~Sgen eine mathematisch definierte Exponential£unktion zugrunde iiegt. 

Lineare Funktionen k~nnen sich nur mit eng begrenzten Abschnitten der Wachs- 
tumskurven de&en und miissen bei einer umfassenderen Behandlung yon Wachstums- 
funktionen aui~er Betracht gelassen werden. Eine spezielle Form der linearen Darstel- 
lung soll welter unten bei der Besprechung der WALFORD-Beziehung zur Sprache kom- 
men. In einer allgemein giiltigen Form l~igt sich das Wachstum nut durch Exponential- 
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funktionen darstellen, eine Forderung, der auch die meisten Vorschl~ige Rechnung ge- 
tragen haben. 

Das W a c h s t u m  als F u n k t i o n  der  Ze i t  

Die prim~re Aufgabe einer Wachstumsfunktion ist es natiirlich, eine m6glichst 
weitgehende Ann~iherung an gegebene Mel3daten zu errei&en. Man kann zwar durch 
eine hinreichende Zahl yon Parametern jede Kurvengestalt wiedergeben. Ein sol&es, 
rein mathematis&es Vorgehen hat aber wenig We rt, solange man den eingesetzten 
Parametern keine sinnvolle Deutung geben kann. Andererseits ist die Mindestzahl an 
Parametern drei. Da s&on zur mathematischen Darstellung einer Geraden zwei Para- 
meter ben&igt werden, ist zumindest ein weiterer Parameter fiir die Charakterisierung 
der Kurvengestalt notwendig. 

Der yon vielen Autoren eingeschlagene Weg, die Wachstumskurve in kleinere 
Unterabschnitte - Wachstumszyklen - zu zerlegen, l~iutt auf eine Vermehrung der 
Parameter hinaus und ist aus diesem Grunde unbefriedlgend. Die Begriindungen, die von 
den Autoren flir die Unterteilung gegeben werden, sind im allgemeinen auch wenig 
iiberzeugend. Das organische Wachstum darflce kein diskontinuierlicher Vorgang sein 
und seine Unterteilung in mehr oder minder zahlreiche Phasen seinem Wesen wider- 
sprechen. Daher verdienen sotche Formutierungen den Vorzug, die mit einem Minimum 
yon ,,Wachstumszyklen" auskommen. 

Man mut~ heute noch eine weitere Forderung bei der Beurteilung einer Wachs- 
tumsfunktion stellen: die mathematische Vereinbarkeit mit der allometrischen Formel. 
Nachdem diese sich in weitestem Umfang zur Darsteilung des retativen Wachstums 
bew~ihrt hat, mug man sie als eine gesicherte und atlgemeingiiltige Grundlage yon 
Wachstumsvorg~ingen betrachten. Hier iiegt eine unbedingt zu stellende Forderung 
vor, welche die Mehrzahl der Wachstumsformeln nicht erfiitlt. Neben den oben ge- 
nannten zusammenfassenden Darstellungen der Wachstumsmathematik aus dem Gebiet 
der angewandten Biologie liegt noch eine weitere Zahl yon Zusammenfassungen auf 
theoretischer Basis vor. Erw~ihnen m/Schte ich: PRZIBRAM (1922), LUDWIG (1929), TEIS- 
sIE~ (1928, 1936), v. BERTALANFFY (1942, 1960), MEDAWAR (1945) und SCHMAL- 
HAUS~N (1929). 

Nach LUDWIG (1929) l~it~t sich die allometrische Formel nur aus mathematisch ein- 
fachen Formeln ableiten. Von den bislang aufgestellten Funktionen erfiillen aber nur 
zwei diese Forderung. Die erste ist die yon MUm~AY (1926) angewandte FormeI: 

y~ = a -  ~b (siehe Anmerkung) (2) 

Anmerkung: In der Biologie wird das Symbol t sowohl fiir Temperatur- wie auch flit 
Zeitwerte benutzt. Da Temperatur- und Wachstumsfunktion formal identisch sind (KROcER 
1963, 1964), ergeben sich Schwierigkeiten, wenn Temperatur und Zeit im gleichen mathemati- 
schen Ansatz erscheinen. Diese M~iglidakeit zeichnet sich nada den Erfahrungen an dem Fisch 
Salvelinus (KROGrl~ 1961) schon heute ab. Aus diesem Grunde benutze ida fiir Zeitwerte 
griechisdae Symbole, also z anstelle yon t. Das Geburtsalter bezeichne ida mit Z- Die neue 
Formulierung erfordert einen zus~itzlidaen Zeitwert, fiir den ich das Symbol ~ einsetze. Fiir 
die speziellen Dimensionen, L~inge und Gewidat, benutze ida 1 und w oder allgemein fiir die 
Dimension: d oder y. Wegen der Parailelit~it zur Temperaturfunktion verwende ida fiir die 
Parameter bei der Wachstumsfunktion grof~e lateinisdae Budastaben. In den Wadastumfunk- 
tionen gebrauche ida meist die yon den Autoren eingefiihrten Bezeidanungen. 
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SCHMAL~AUS~N (1926--1929) testete sie an einem umfangreichen Material und erg~nzte 
sie noch durch einen additiven Zeitwert To: 

y = a • (T + T,,)b (3) 

Trotz dieser Verbesserung war es im allgemeinen immer noch notwendig, die Wachs- 
tumskurve in verschiedene Zyklen zu unterteilen, um den Anschlui~ an die Met~werte 
zu erreichen. 

In der Funktion yon BRoDx (1945) tritt die Zeit im Exponenten auf 

y~ = a .  b ~ (4) 

Der Autor setzt sie nut fiir die Periode vor dem Wendepunkt ein, die er als ,,selbst- 
beschleunigende Phase" bezeichnet. Der eng begrenzte Anwendungsbereich stellt sie 
als Wachstums£ormet aui~er Diskussion. Diese beiden, mit der allometrischen Formei 
zu vereinbarenden Ausdrilcke (3) und (4), erfiillen also nur in begrenztem Umfang die 
Forderung nach einer befriedigenden Wiedergabe von Wachstumsdaten. Die tibrigen, 
in der Literatur gemachten VorschI~ige lassen sich h~Schstens n~herungsweise in Bezie- 
hung zur allometrischen Formel setzen und erlauben trotz einer komplizierteren Form 
zumeist keinen besseren Anschluf~ an Wachstumswerte. 

Hier  ist zun~ichst die Gruppe der Formeln zu nennen, die sich yon der logistischen 
Funktion ableiten, die VE~HULST (1845) f[ir die Populationsstatistik aufstellte: 

a (5) 
Y -- 1 + b  ~ 

Die von OSTWALD (1908) fl.ir autokatalytische Reaktionen abgeleitete Funktion geh~Srt 
hierher. ROBERTSON (1926) wandte sie auf das Wachstum der Maus an. Den gleichen 
Kurvenverlauf ergibt die yon BRoI)v (1945) fiir die ,,selbsthemmende Phase" des 
Wachstums angewandte Funktion (TEISSlER 1937). Die logistische Formel besitzt einen 
in der Mitte der Kurve gelegenen Wendepunkt. Aus diesem Grunde vermag sie nicht die 
gesamte Wachstumskurve wiederzugeben, deren Wendepunkt asymmetrisch liegt. Der 
Versuch yon P~ARL & REED (1925), dutch eine Reihenentwicklung im Exponenten 
einen besseren Anschlul~ an Wachstumsdaten zu erzielen, hatte trotz der Vermehrung 
der Parameter keinen Erfolg. 

Eine Kurve mit asymmetrischem Wendepunkt liefert die von GOMV~RTZ (1825) 
ebenfalls f/Jr die Bev~51kerungsstatistik entwickelte Funktion: 

y = a .  b ~ (6) 

Sie scheint eine bessere Ann~herung an Wachstumsdaten zu ermSglichen, doch bereitet 
bei ihr die Bestimmung der Parameter Schwierigkeiten. In neuester Zeit hat RIFFEN- 
BUl~(;H (1960) ein Verfahren zu ihrer Berechnung vorgeschlagen. 

Die gr/Sf~te Bedeutung hat die Formel yon v. BERTALANFFY (1934) gewonnen. 
Sie findet vor allem in der Fischereibiologie weitgehende Anwendung. Sie gestattet, 
das tierisdle LSngenwachstum in auf~erordentlich guter N~iherung zu berechnen, aus dem 
nad~ der ailometrischen Formel auch das Gewichtswachstum zug~inglich ist. Von den 
gleichen physiologlschen Vorstellungen tiber das Wachstum ausgehend war schon POT- 
TF, R (1920) ZU prinzipiell der gleichen L&ung gekommen: 

1T = lm~_~-- (lm,~x - -  lo) • e - k ' ~  (e = Basis der nati~rlichen Logarithmen) (7) 
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Der weiteren Verbreitung der B~i~TALANFvY-Funktion hat ohne Zweifel zum Tell 
ihre etwas umst~indliche Handhabung im Wege gestanden, mit der nur wenige Biologen 
vertraut sind. So hat sie in der Medizin bislang keine Anwendung gefunden. An einer 
Zahlenreihe yon QUETELET konnte ich (1964) indes zeigen, dab sie auch das mensda- 
liche Wachstum hervorragend wiedergeben kann. In der Humanphysiologie kommen 
verschiedene Formulierungen zur Anwendung. Allgemeinere Anerkennung hat die 
BACKMAN-Funktion (1.931) gefunden, die prim~ir die Wachstumsgeschwindigkeit (v) 
berechnet: 

log v = ko + kl log ~ + k~ (log ~)2 (8) 

Da die BERTALANFFY-Funktion und meine neue-  mit ihr nahezu kon£orm gehende- 
Wachstumsformel der BACKMAN-Formel bei weitem fiberlegen ist, dfirt%e sie auch ffir 
die Darstellung des menschlichen Wachstums nur noch historischen Wert besitzen. Aus 
diesem Grunde mSchte ich auch auf eine Besprechung der zahlreichen weiteren Wachs- 
tumsformeln verzichten. 

Wenn trotz der zahlreichen Bem~ihungen bis heute das Problem der mathemati- 
schen Darstellung des tierischen Wachstums nicht befriedigend gel/Sst werden konnte, 
wird die Skepsis verst~ndlich, die selbst bei Fachleuten um sich griff - ohne dat~ im 
einzelnen allerdings sachliche Argumente angeffihrt werden konnten (LINZ~ACH 1962). 
Hierbei hat man abet die Tatsache fibersehen, dat~ wir in der BERTAI~ANFFY-Funktion 
fiber einen Ausdruck verfiigen, der nach meinen eigenen Erfahrungen den Anforde- 
rungen an einen mathematischen Ausdruck ffir das Wachstum schon sehr nahekommt. 
Ein Mangel bedeutet ffir sie die Beschr~inkung auf die L~ingendimension und damit 
auch die UnmSglichkeit, sie zur allometrischen Funktion in Beziehung zu setzen. 
Immerhin zeigt die BrRTALANFFY-Formel -- um des Autors eigene Worte zu gebrau- 
chen -, ,,dai~ es prinzipiell m~Sglich ist, ffir Gesamtvorg~inge, die in ihren einzelnen 
Ereignissen der Analyse unzug~inglich sind, Gesetzlichkeiten statistischer Art anzu- 
geben" (1934, p. 618). 

Trotz der guten Wiedergabe yon Wachstumsdaten kann man die LSsung yon 
v. BERTALANFrY nicht als endgfiltig betrachten. Ich versuchte aus diesem Grunde im 
Rahmen der Wachstumsmathematik das gleiche Verfahren anzuwenden, das ich zur 
Aufstellung einer neuen biologischen Temperaturfunktion (1961) benutzt hatte, 
n~imlich die graphische Analyse. Hierbei versucht man dutch Variation der Koordi- 
natenunterteilungen die Kurve mit unbekannter Funktion in eine Gerade zu fiber- 
ffihren, die als solche leicht zu erkennen ist. Man setzt dann in der Gleichung einer 
Geraden y = a + b . x  

die gew~ihlten Koordinatenunterteilungen ein und erh~lt auf diese Weise die gesuchte 
Funktion. Dieses Verfahren ist nicht neu, es wurde abet offensichtlich nicht mit allen 
M6gIichkeiten, die es einschliei~t, auf Wachstumskurven angewandt. Zu meiner grof~en 
13berraschung ergab sich die gleiche L~Ssung wie ffir die Temperaturfunktion. 

Die neue Wachstumsformulierung scheint alle Forderungen zu erffillen, die man 
im Augenblick an eine solche stellen kann und hat sich an zahlreichen Beispielen, fiber 
die in weiteren Mitteilungen berichtet werden soll, ausgezeichnet bew~ihrt. In der vor- 
liegenden Mitteilung sollen nur die wichtigsten Gesichtspunkte an einem Beispiel be- 
sprochen werden. 
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Ich war mir im klaren dar~iber, dat~ £tir eine mathematische Analyse das Wachs- 
turn der Fische das am besten geeignete Material sei. Aut~erdem verftigen wir tiber das 
Wachstum der Fische aus zahlreichen Untersuchungen tiber ein sehr umfangreiches 
Datenmaterial. Entscheidend ftir die Wahl des Fischwachstums als Untersuchungsobjekt 
war aber der Umstand, dai~ die Fische ein unbegrenztes Wachstum aufweisen und 
daher einfachere Verh~lmisse bieten als Organismen, deren Wachstum bei Erreichen 
einer Endgr/Sf~e zum Stillstand kommt. 

A b l e i t u n g  d e r  W a c h s t u m s f u n k t i o n  a m  B e i s p i e l  
y o n  R o c c u s  a m e r i c a n u s  

Grunds~itzlich w~ire zwar 5ede Wachsturnsmessung zur Ableitung der Funktion 
geeignet gewesen. Da ich jedoch nicht nut das Wachstum einer einzelnen Dimension zu 
bearbeiten plante, kamen fiir die Analyse nur Arbeiten in Frage, die am gleichen 
Objekt Zahlen ftir das Liingen- und Gewichtswachstum boten. Aut~erdem legte ich 
Wert auf getrennte Behandlung des Wachstums der beiden Geschlechter. Die Auswahl 
an geeigneten Untersuchungen war dutch diese Bedingungen erheblich eingeschr~inkt. 
Auf der Suche nach einem geeigneten Zahlenmaterial stieg ich auf die umfangreiche 
Arbeit yon MANS~ET~ (1961a) tiber die Biologie und Ukologie yon Roccus ameri- 
canus, die auch die ben&igten Daten tiber das Wachstum dieses Fisches bringt. Es 

Tabelle 1 

L~ingen- und Gewichtswachstum des Fisches Roccus americanus. Berechnung des Gewichtes aus 
der allometrischen Beziehung mit dem mathematischen und dem theoretischen Wert fiir a 

(Nach MANSU~TI 1961a) 

Gewicht berechnet 
Alters- L~nge Gewicht a = 2,503 a =: 3,00 
klasse m cm in g b = 0,I18 b = 0,032 

I 7,4 18,8 17,7 13,1 
It 11,2 42,9 50,0 45,3 
Ill  13,3 73,1 76,8 75,8 
IV 14,8 108,2 100,6 104,5 
V 16,1 140,8 124,1 134,5 
VI 17,5 158,3 153,0 172,8 
VII 19,7 188,8 205,7 246,4 

handelt sich bei R. americanus um einen an den Ktisten yon Nordamerika sehr ver- 
breiteten Serraniden. Der Auswertung lege ich die in MANSU~TIS Tabellen 12, 13 und 14 
angegebenen Durchschnittszahlen zugrunde. Der Verlauf der weiteren Bearbeitung des 
Problems erwies, daf~ ich mit der Wahl dieses Objektes einen sehr giinstigen Griff 
getan hatte. 

Trotz der grot~en Sorgfalt, die der Autor auf die Gewinnung seiner Zahlen ver- 
wandte, k/Snnen die benutzten Durchschnittswerte nicht als ganz repr~isentativ ftir das 
Wachstum seines Untersuchungsobjektes angesehen werden. Berechnet man n~imlich 
aus den benutzten Zah!en die allometrischen Parameter der L~ingen-Gewichts-Bezie- 
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hung, so findet man ftir den Exponenten a ftir die M~innchen den Wert 2,50 und ftir 
die Weibchen 2,73. MANSUeTI gibt in Figur 6 seiner Arbeit auf Grund eines gr6t~eren 
Zahlenmaterials ftir a die Werte 3,023 und 3,123 an. Werte dieser Gr6f~e fiir a waren 
bei dem isometrischen Wachstum des Fisches zu erwarten. Auch we nn man yon den 
errechneten Parametern ausgehend zurtickrechne,, findet man Zahlen, die yon den 
erwarteten stark abweichen. Noch ungtinstiger fallen die Werte aus, wenn man fiir a 
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Abb. 1: Lineare Darstellung des L~ingen- und Gewichtswachstums der M~innchen Yon Roccus 
americanus nach den Durchschnittswerten yon MANSUETI (1961a) 

den theoretischen Wert 3 einsetzt (Tab. 1). Die Wachstumsdaten von MANSUET[ fiir 
Roccus americanus erfiillen also nicht exakt die nach zahlreichen bekannten Beispielen 
zu fordernde allometrische Beziehung zwischen L~inge und Gewicht. Diese offensicht- 
lichen Unstimmigkeiten in den Wachstumsdaten beeintr~ichtigten die mathematische 
Auswertung nicht erheblich. Der Anschlul~ an die Mei~daten war besser als auf dem 
Wege tiber die allometrische Funktion (Tab. 2 und 3). Es erkl~iren sich hierdurch aber 
zwanglos einige weniger gute Werte. 

Vor allem das Gewichtswachstum der Weibchen zeigt offensichtlich starke Un- 
stetigkeiten. Wenn trotzdem der Exponent bei ihnen giinstiger liegt, so beruht das 
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darauf, dag fiir ihre mathematische Auswertung eine gr/Si~ere Altersspanne zur Ver- 
fiigung stand als bei den MS.nnchen. Man muf~ aber bei allen Wachstumsmessungen mit 
einer gewissen Variabilit~it der Werte rechnen, die zum Tell als solche gegeben ist, aber 
auch auf Met~fehlern beruhen kann. Man mu!~ bei ihnen mit Abweichungen bis zu 
10 °/0 vom wirklichen Wert rechnen. 

Abbildung 1 gibt das L~ingen- und Gewichtswachstum der MS.nn&en graphisch 
in linearer Darstellung wieder. Fiir das L~ingenwachstum zeigt sich eine einfache, 
schwach gekriimmte Kurve, die allerdings in der erfaf~ten Zeitspanne den asymptoti- 
schen Verlauf auf einen Maximalwert nicht erkennen l~ifgt. Der maximale lineare Zu- 
wachs-  als solcher wird die Differenz zwischen zwei aufeinanderfolgenden Dimen- 
sionswerten bezeichnet - liegt offensichtlich im ersten Lebensjahr. Das Gewichtswachs- 
rum k~Snnte - wie auch manche Autoren versucht haben - n~iherungsweise durch eine 
Gerade dargestellt werden, in Wirklichkeit zeigt es aber eine schwach S-ftSrmig ge- 
bogene Kurve mit einem maximalen Zuwachs zwischen Altersstufe I I I  und IV. Die 
Kurve fiir das L~ingenwachstum der Weibchen (Abb. 2) verlS.ut~ ~ihnlich wie die fiir 
die M~innchen, dagegen zeigen die Gewichtswerte starke Abweichungen yon dem er- 
warteten Verlauf, die bei dem vorliegenden isometrischen Wachstum mit den L~ingen- 
werten nicht vereinbar sind. Daher ist auch die Gewichtskurve der Weibchen fiir eine 
mathematische Auswertung wenig geeignet. Der scheinbar sehr unterschiedliche Verlauf 
der vier Wachstumskurven in Abbildung 1 und 2 macht die Schwierigkeit der Aufgabe 
deutlich, sie durch eine einheitliche mathematische Funktion wiederzugeben. 

Wie oben betont, vermittelt eine logarithmische Wiedergabe yon Wachstumsdaten 
in Gestalt der sogenannten relativen Wachstumskurve ein zutreffenderes Bild, als es 
die lineare Darstellung bietet. Sie liefert (Abb. 3) bei den MS.nnchen so wohl fiir die 
LS.nge wie auch fiir das Gewicht einfach gekrllmmte Kurven, die in der Jugend steil 
verlaufen und mit zunehmendem Alter immer flacher werden. Die relativen Wachs- 
tumskurven nehmen dadurch einen gleichm~iffigeren Verlauf, daI~ in ihnen der Wen&- 
punkt der linearen Darsteliung entfiillt und die bei den h6heren Altersstufen gr/5tgeren 
linearen Abweichungen durch die prozentuale Darstellung kleiner werden. Dafiir fallen 
abet im Beginn der Kurve geringe Abweichungen, die bei der linearen Darstellung 
nicht mehr sichtbar werden, um so mehr ins Gewicht. Die relative Wachstumskurve 
liiigt aber deutlich zwei wesentliche Grundtatsachen erkennen: n~imlich erstens, datg das 
Wachstum bezogen auf die gegebene Dimension mit zunehmendem Alter kontinuier- 
lich abnimmt und dai~ es zweitens einem maximalen Endwert zustrebt. 

Die Kurve fiir das relative L~ingenwachstum der Weibchen (Abb. 4) verl~iut~ 
etwas oberhalb und re&t genau parallel zur Kurve fiir die M~innchen. Die Gewichts- 
kurve weist auch wieder die schon in der linearen Darstellung auffallenden Unstetig- 
keiten auf. Es ist aber bekannt, dafg Gewichtsdaten leichter erheblicheren St/Srungen 
unterworfen sin& 

Auch die logarithmischen Wachstumskurven lassen nicht ohne weiteres die ihnen 
zugrunde liegende Funktion erkennen. Um zu diesem Ziel zu gelangen, versuchen wir 
- wie oben ausgefiihrt - durch Variation der Koordinatenteilungen die Kurven in 
Geraden zu iiberftihren. Die M/iglichkeit hierzu gibt eine Stauchung der Koordinaten- 
teilungen. In der Funktion von v. B~RTALANFFY wird die Stauchung dadurch erreicht, 
daig auf der Ordinate nicht die Logarithmen der jeweiligen Dimension abgetragen 
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Abb. 2: Lineare Darstellung des L~ingen- und Gewichtswachstums der Weibchen von Roccus 
americanus. Durchschnittswerte yon MANSUET[ (1961a). Die Gewichtsangaben liefern eine sehr 

unregelm~it~ige Kurve. 
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wertes (relative Wachstumskurve) fiir die Miinnchen yon Roccus americanus 
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werden, sondern der Logarithmus der Differenz zwischen der bestehenden GrSl~e und 
der Endgr/51~e, die n~iherungsweise mit beobachteten Maximaldimensionen zusammen- 
f~itlt. Die Ordinate gibt bei dieser Art der Darstellung f[ir den linearen Zeitwert die 
Gr6f~e des noch nicht realisierten Wachstums an, das mit zunehmendem Alter immer 
geringer wird. 

Die zweite M/Sglichkeit, die Kurven in Geraden zu iiberfiihren, gibt eine Stau- 
chung der Zeitwerte auf der Abszisse, bei der die gleichen Zeitwerte mit zunehmendem 
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Abb. 4: Wiedergabe der Logarithmen von L{inge und Gewicht der Weibdaen yon Roccus ameri- 
canus als Funktion des linearen Zeitwertes. Auch in dieser Form der Darstellung weist die Ge- 

wichtskurve vom normalen Verlauf abweichende Unstetigkeiten auf 

Alter sich graphisch verkiirzen. Man erreicht hierdurch, dat~ die einzelnen Kurven- 
st[icke zunehmend steiler werden - trotz der Verminderung des Zuwachses - und im 
Idealfall die Kurve in eine Gerade iiberf[ihren. 

Grunds~itzlich ist dieses Verfahren yon FI~I~DENTHAL (1914; zitiert nach SCHMAL- 
HAUSEN 1928) angewandt worden, indem er an die Stelle der linearen Zeiteinteilung 
eine logarithmische benutzte. MURRAY (1925) und SCHMALHAUSEN (1927) iegten dieses 
Prinzip ihren Wachstumsformulierungen zugrunde. Seine Anwendung l~.utt auf die 
Darstellung des Wachstums in einem doppeh logarithmisch unterteihen Koordinaten- 
system hinaus. Abbildung 5 zeigt sie fiir das L~ingenwachstum derWeibchen yon Roccus  

americanus.  Man erkennt, daf~ sich auf diese Weise die Mei~punkte schon recht gut in 
der N~.he einer Geraden anordnen lassen. Gegebenenfalls kann man durch einen 
additiven Zeitwert, um den das Alter erh~Sht oder vermindert wird, die Wachstums- 
kurve [iber der Abszissenteilung verschieben und dadurch eine noch bessere Wiedergabe 
erreichen. Im vorliegenden Fall erbrachte dieses Verfahren keine Verbesserung. In der 
Literatur land ich auch keinen Weg zur exakten Berechnung dieses additiven Zeit- 
wertes. Vom mathematischen Standpunkt betrachtet hat die Funktion yon MURRAY 
den Nachteil, dai~ sie die offensichtlich gegebene asymptotische Ann~iherung des Wachs- 
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rums an eine Maximaldimension nicht wiedergibt und ein unbegrenztes Wachstum 
zul~if~t. 

Wenn auch die doppeltlogarithmische Darstellung der Wachstumswerte graphisch 
schon ein recht befriedigendes Ergebnis zeitigte, so erschien es mir doch erforderlich, 
die erstrebte Stauchung der Abszissenteilung noch auf anderem Wege zu versuchen. 
Man kann sie n~imlich auch dadurch erreichen, daf~ man die reziproken Zeitwerte 
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Abb. 5: Darstellung des L~ingenwachstums der Weibchen yon Roccus americanus entsprechend 
der Wachstumsfunktion yon MURRAY (1925). Die Logarithmen der L~inge stehen auf der 

Abszisse den Logarithmen des Alters gegenLiber 

benutzt. Dieses Verfahren erwies sich als aut~erordentlich erfolgreich. Der Quotient 1 
T 

wird um so kleiner, je h/Sher der Zeitwert ist. Graphisch ergibt er also auch eine Stau- 
chung der Abszissenteilung. Stellt man die Logarithmen der Dimension einfach den 
reziproken Altersdaten gegenLiber, so erh~ilt man im allgemeinen eine Kurve, deren 
Kr~immungssinn entgegengesetzt dem der relativen Wachstumskurve ist. Man kann 
nun (KROGER 1961) die St~irke de r KurvenkrLimmung dadurch variieren, daf~ man zu 
dem von mir mit X bezeichneten Alter einen konstanten Zeitwert addiert, fi.ir den ich 

das Symbol ~ benutze. Man tr~igt auf der Abszisse die Werte ~ a u f .  N~iherungs- 
~ i ~ 

weise kann man nun den Wert yon ~ graphisch bestimmen, indem man empirisch ver- 
schiedene Werte einsetzt, bis man eine m~glichst gleichm~it~ige Anordnung der Wachs- 
tumsdaten zu beiden Seiten einer Geraden erreicht hat. 

Der fiir Roccus americanus zutreffende ~:-Wert ist zirka 2. Man setzt also fiir ein- 
1 1 

1 _ 1 ein, fiir zweij~ihrige Fische den Weft 2+2 4 j~ihrige Fische den Wert 1+2 3 
1 1 

ffir dreij~ihrige Fische den Wert 3+2 - s etc. FLit die graphische Darstellung ver- 
wandelt man die Bruchzahlen in Dezimalbriiche und teilt die linear unterteilte Ab- 
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szisse, in unserem Falle bei 0,333 beginnend, in passende Absdanitte ein, wobei bei der 
t 

iiblichen Darstellung yon Wachstumskurven ~ = 0 die rechte Begrenzung der Ab- 
szissenteilung bildet. In der so geschaffenen Abszissenunterteilung tr~igt man an den 
entsprechenden Punkten die reziproken Alterswerte ein. Bei Benutzung eines semi- 
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Abb. 7: Anwendung der gleichen Darstellung wie in Abbildung 6 auf L~inge und Gewicht 
der Weibchen. Die Werte fiir die L~nge lassen sich re~t gut darstellert, das Gewicht zeigt vor 

allem in den hSheren Altersstufen eine erhebliche Streuung um die Ausgleichsgerade 

logarithmischen Koordinatenpapiers kann man auf der Ordinate direkt den Logarith- 
mus der Dimension abgrei£en. In Abbildung 11 (p. 110) ist das Prinzip der graphischen 
Darstellung ausfiihrlicher wiedergegeben. 

Das graphische Verfahren zur Bestimmung von ~ ist nicht so umsdindlich, wie es 
nach der Beschreibung erscheinen mag, da man aus dem Kriinamungssinn der Kurve 
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sofort erkennen kann, ob man einen zu hohen oder zu niedrigen Wert eingesetzt hat. 
L~ffnet sich die Kurve - wie bei der relativen Wachstumskurve - nach unten, so hat 
man einen zu hohen ~-Wert eingesetzt, 6ffnet sie sich nach oben, so war der ~-Wert zu 
niedrig. Es ist bei diesem Vorgehen auch nicht erforderlich, immer wieder eine neue 
Abszissenteilung anzufertigen, da die Reziproken-Reihe -{-, ~-, } etc. immer gleich 
bleibt und man nur die Zeiteinteilung auf dieser Reihe nach rechts oder links zu ver- 
schieben braucht, um mit einem anderen ~-Wert zu operieren. Auf die rechnerische 
Bestimmung von ~ aus den Mef~daten komme ich im n~ichsten Abschnitt zu sprechen. 

Die Abbildungen 6 und 7 zeigen, dag man in der geschilderten Weise mit dem 
um 2 erh6hten Einsatzwert die Wachstumsdaten von R. americanus wesentlich besser 
durch dne Gerade darstellen kann als in einem doppeltlogarithmischen Koordinaten- 
system. Auch rechnerisch erwies sich dieser Weg als giinstiger. Der Wert 2, der zum 
Alter zu addieren ist, war sowohl f~ir die L~inge wie auch fiir das Gewicht gtiltig und 
far beide Geschlechter gleich. Die Wiedergabe des Gewichtes der Weibchen fiel aller- 
dings aus den oben erw~ihnten Griinden nicht ganz so befriedigend aus. Offensichtlich 
war auf diese Weise aus den grunds~itzlich so verschieden erscheinenden Kurven mit 
der Gr6ite ~ eine mathematisch far die Wachstumsprozesse von R. americanus bedeu- 
tungsvolle Gr/Sge erfa~t worden. 

Aus der graphischen Darstellung ergab sich fiir das Wachstum dieses Fisches die 
Formel: 

1 
log d z = constl - -  - -  - const, 

z + ~  
Setzt man f~ir ;~ den Wert o~ ein, wird der Bruch = 0, und damit entf{illt das zweite 
Glied. constl ist also die Dimension bei unbegrenztem Wachstum. Wit setzen fiir sie 
aus Grtinden der Zweckm~if~igkeit log Dmax ein, ebenso ftir const2 log N. D bedeutet 
die L~inge oder das Gewicht. Der gewonnene Ausdruck lautet dann: 

log d z = l o g  Dmax - -  Z + $  " l ° g N  (9a) 

oder in algebraischer Schreibung: 

Dln~x 
dz - -  (9b) 

1 

Nz +~ 

Als e-Funktion hat die Formel die Gestalt: 
In N 

d z - -  Dm~_,'e z+~ (9c) 

tn der Funktion bedeuten: d z die Dimension - L~inge oder Gewicht - i m  posmatalen 
Alter ;6 ~ ist der additive Alterswert, D ...... die asymptotisch erreichbare EndgdS~e 
der relativen Wachstumskurve; log N ist ein Ausdruck ftir die Kurvensteigung. 

Die am Beispiel yon Roccus americanus rein mathematisch beschreibend durch- 
gefiihrte Analyse des Wachstums hat - wie sich in der Zwischenzeit erwiesen hat - zu 
einer atlgemein anwendbaren Wachstumsformet geftihrt. Angesichts der wichtigen 
Rolle, die die Funktion in Zukunf[ bei der Beschreibung und Analyse yon Wachstums- 
vorg~ingen spielen wird und der geringen Erfahrung der meisten Biologen in der 
Handhabung mathematischer Formeln, bin ich ausftihrlicher auf ihre Gewinnung ein- 
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gegangen. Auch im folgenden werde ich die durchzufiihrenden Rechenoperationen an 
einzelnen Beispielen erkl~iren. 

Be, s t i m m u n g  d e r  P a r a m e t e r  

F~ir die praktische Arbdt und Auswertung ist die Bestimmung der in einer Funk- 
tion enthaltenen Parameter unerl~/f~lich, und es solten daher zun~ichst hierbei ange- 
wandte Verfahren behandelt werden. 

Unter den Biologen besteht das Bestreben, quantitative Beziehungen m~gtichst 
durch einzelne Kennzahlen wiederzugeben. Das ist im allgemeinen jedoch kaum m~Sg- 
iich, wir werden aber sehen, daf~ die neue Funktion diesen Wunsch in gewissen Gren- 
zen erf~illt. Bei den Wachstumskurven handdt es sich um komptizierte Exponential- 
funktionen, f~ir deren Beschreibung drei Parameter das Minimum sind. Es ist eher er- 
staunlich, dat~ es m(Sgtich ist, den scheinbar so grundverschiedenen Verlauf der Kurven 
mit dem minimalen Au£wand an Kennzahlen in guter N~iherung darzusteIlen. 

Die Schwierigkeit der Berechnung ist ein wichtiger Gesi&tspunkt f~ir die Brauch- 
barkeit einer Funktion. Die Handhabung der BERTALANFFY-Formel ist nicht ganz ein- 
fach, no& schwieriger ist sie bei der GoMvERTz-Funktion. Man kann aber auch nicht 
erwarten, daf~ eine Exponentialfunktion ohne einigen Aufwand an Rechenarbeit ge- 
l~Sst werden kann. Diese bleibt jedoch bei der neuen Funktion unter Verwendung yon 
Rechenmaschinen in ertr~iglichen Grenzen. Die meisten Biologen scheuen heute noch 
diese Arbeit, die letzten Endes abet auch nicht mehr Zeit erfordert, als Mikrotom- 
schneiden, F~irben oder gar statistische Auswertungen. 

D i e  g r a p h i s c h e  M e t h o d e  

Prinzipiell wichtig und schnell ist die oben ausf~ihrlicher behandelte graphische 
Methode, die ja auch zur Aufstellung der neuen Funktion f~ihrte. Der mit ihr ge- 
wonnene ~e-Wert bildet dann die Grundlage f~ir die beiden anderen Parameter. Die 
graphische Methode zur Bestimrnung yon ~ liefert numerisch nicht sehr exakte Zah- 
len. Wir werden aber sehen, dai~ der Wert yon ~ nicht sehr kritisch ist; man kann e 
erheblich variieren, ohne daf~ sich bei der Berechnung st~irkere Abweichungen yon den 
Beobachtungsdaten ergeben. M i t e  ~/ndern sich niimlich auch zwangsliiufig die Werte 
fiir Dm~ und log N. Hierdurch kann man auch bei einem vom Optimum abweichen- 
den ~e-Wert noch einen guten Anschlut~ an die Mei~werte erreichen. 

Die graphische Bestimmung yon ~e kann etwas umst~indlicher werden, wenn man 
keine Vorstellung yon seiner Gr~Sf~enordnung hat. Die in vielen F~illen sehr gute N~ihe- 
rung der theoretischen zu den beobachteten Werten l~it~t h~iufig eine einfache re&- 
nerische Bestimmung yon e aus drei Kurvenpunkten zu, die sehr schnell durchzufiihren 
ist, aber nur als grobe N~iherung angesehen werden daft. Es hat mir dieses Verfahren 
aber schon vide gute Dienste gdeistet. Da die Funktion drei Parameter enth~ilt, be- 
n6tigt man zu ihrer Bestimmung drei Glei&ungen fiir drei Kurvenpunkte. Man greiit 
hierzu drei Wertpaare heraus, yon denen zwei im aligemeinen die Endpunkte der 
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Wachstumsreihe bilden, den dritten w~ihlt man aus dem Bereich der st~irksten Kurven- 
kriimmung, im allgemeinen die Dimension im zweiten oder dritten Attersstadium. Ffir 
die drei Punkte gelten die Glei&ungen: 

a) tog Yl = l o g D - -  1/(Z i + ~) • l o g N  

b) log y.. = i o g D - -  1/(2~ + ~) • I o g N  

c) log Y3 = log D - -  1/(2:~ + ~) • log N 

Wir  subtrahieren Gleichung b yon Gleichung a und Gleichung c yon Gleichung b: 

log Yl - -  log y~ = (1/(2~ + ~) - -  1/(Zl + ~) ) " log N 

log yl  - -  log y,~ = (1/(2~ + ~:) - -  1/(Z~ + ~) ) . log N 

Die beiden Differenzen werden durcheinander dividiert :  

1 1 

log Yl - -  log ys 22 + ~ 2~ + 
log Yl - -  log y:~ 1 1 

23+8 z~+~ 
auf der re&ten Seite erweitern wir  mit (Zt + e) 

2~ + ~ 1 (21 + ~) - -  (2~ + ~) 
22 + ~ 22 + 

N a &  AuflSsung der Klammer fiillt im Ziihler jeweils ~ fort:  

21 - -  2~ 
_ 2 2 +  

2~ - -  2a 

23+8 
Zur Vereinfachung setzen wir:  

log yl  - -  log y~ = A 
log y~ - -  log Y3 = a 

und erhalten: 

und 2 1 - - 2 -  ~ = B  
21. - -  23 = b 

B 
A Z 2 + $  B (Z~+  $) 

a b b (22 + ~) 

2 3 +  
Ab (Z~ + -~) = aB (Z~ + $) 

Ab z ~ - - a B  • 2 ~ = ~  " ( a B + A b )  

e = A b z ~ - -  aBz~ (10) 
aB - -  Ab 

Die sehr einfache Berechnung sei am Beispiel des L~ingenwachstums der M~innchen 
yon R. americanus durchgeffihrt. Wi t  w~ihlen hierffir folgende drei Wertpaare:  die 
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gr6~ten Fische von 9 Jahren mit einer L~inge yon 212 ram. Ihre Symbole erhahen den 
Index 1. Die Ahersklasse I hat eine L~.nge yon 74 mm, sie erh~ilt als Index 3. Ais 
dritte Ahersstufe w~ihlen wir den Bereich des starken Jugendwachstums, und zwar die 
Ahersklasse I I I  mit einer L~inge von 133 ram. Ihr Index ist 2. 

yj) log 212 =2 ,3263  Z 1 = 9  yi) log 2 1 2 = 2 , 3 2 6 3  x l =  9 

y~) log 1 3 3 = 2 , 1 2 3 9  Z2~=3 y:3) log 74 = 1,8692 Z3~  1 
A = 0 , 2 0 2 4  B = 6  a = 0 , 4 5 7 I  b = 8  

Die Werte setzen wir in Gleichung (10) ein: 
0,2024 - 8 • 3 - -  0,4571 • 6 • 1 2,1150 

0,4571 - 6 - -  0,2024 • 8 1,1234 

= 1,88 (der mathematisch richtige Wert ist 2,12) 

Die Bestimmung yon ~ aus drei Kurvenpunkten setzt voraus, daf~ die gew~ihhen 
Werte in der N~ihe der theoretischen Kurve liegen und ffihrt auch dann nur zu groben 
N~iherungen. Weichen die gewblhlten Punkte erheblich yon der idealen Kurve ab, so 
verursachen sie natiJrlich starke Fehler. Es ist daher empfehlenswert, zun~ichst die 
relative Wachstumskurve zu zeichnen und an ihr den stetigen Verlauf der Megdaten 
zu prfifen. Gegebenenfalls kann man aber auch nach Augenmaf~ die Kurve in Anleh- 
nung an die Daten zeichnen und auf ihr liegende Punkte zur Berechnung benutzen. 
Die sehr schnell durchzuf~ihrende Bestimmung gestattet aber auch, mehrere Zahlen- 
kombinationen durchzurechnen und auf diese Weise zu erkennen, ob man stark ab- 
weichende Werte w~ihlte. Trotzdem kommt dem Verfahren zur Bestimmung von ~ nur 
orientierende Bedeutung im Zusammenhang mit der graphischen Methode zu. Hat  man 
in der geschilderten Weise grSf~enordnungsm~it~ig ~ bestimmt, kann man fiir eine 
schnelIe Orientierung auch die beiden anderen Parameter n~iherungsweise leicht be- 
re&nen. Wie unschwer aus der graphischen Darstellung in Abbildung 11 zu erkennen 
ist, ergibt sich die Steigung der Geraden zu 

log yi - -  log y~ 
log N = 

1/(z~ + ~) - -  1 / ( z t  + ~) 

Man w~ihlt zwei mSglichst welt auseinanderliegende Wertpaare (evti. auch Punkte, 
die auf der Ausgleichgeraden liegen). Die Differenz (log yl - -  log Y:3) hatten wir schon 
bei der ~-Bestimmung benStigt. Sie betr~igt: 0,4571. Ffir den Nenner erhahen wir, 
indem wit fiJr $ den abgerundeten Weft t,9 einsetzen: 

1 1 
= 0,3448 - -  0,0917 

1 + 1,9 9 + 1,9 

log N - 0,4571 _ 1,806 
0,2531 

Lmsx berechnet sich ffir die einzelnen Wertpaare nach 

log Lm&x = log y + log N 

Fiir Jahresklasse IX ist L,,~x also: 
1,8061 

log Lm~x = 2,3263 + 
10,9 

log Lm~x = 2,4920 
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In Tabelle 2 sind die auf diese Weise berechneten Lmax-Werte wiedergegeben, die 
ftir alle GrtSi~en sehr konstant sin& Die Tabelle enth~tlt dann noch die aus diesen 
Parametern berechneten L~ingen den Met~werten gegentibergestellt. Die Abweichung 
erreicht nur in einem Falle 5,5 %, so dat~ man die Wiedergabe der Mef~daten yon 
MANSUETI auch mit den nS.herungsweise berechneten Parametern als befriedigend an- 
sehen kann. 

Trotz des bewui~t zu niedrig gew~ihlten ~-Wertes und des nur ungef~ihr zutreffen- 
den Wertes ftir log N schwanken die Werte fiir Lm~ nut in engen Grenzen. Es findet 
sich allerdings eine systematische Verringerung der Werte bei den mittleren Alters- 
klassen. Das ist die Folge des zu niedrig gew~ihlten ~-Wertes. Bei einem zutreffenden 
~-Wert erh~ilt man neben einer besseren Konstanz yon Lma~ auch eine gleichm~it~igere 
Streuung. Die Bere&nung der D~n~x-Werte, die sehr einfach durchzufiihren ist, dient 
also gleichzeitig als eine widltige Kontrolle f/Jr die Richtigkeit der eingesetzten Para- 
meter. 

N~iherungsweise kann man Dma~ auch der graphischen Darstellung enmehmen. 
Verl~ingert man die Ausgleichsgerade bis zum Weft 0 auf der Abszisse, so stellt der 
Schnittpunkt mit der Ordinate den Wert Dm~x dar (Abb. 11). 

Will man mathematisch exakt zu einem vorgegebenen se-Wert aus der Gesamtheit 
der Met~werte log N und Dmax berechnen, so benutzt man den Ansatz zur Berechnung 
der Regressionsgeraden der allometrischen Formel. Man setzt in diesem Falle fiir log x 

1 
die Werte ~ fiir die einzelnen Altersstufen ein. 

B e r e c h n u n g  n a c h  G1LLBRICHT 

Die vorgeschriebenen einfachen Wege zur Parameterbestimmung haben nur orien- 
tierende Bedeutung in Verbindung mit der graphischen Darstellung. Eine befriedigende 
Berechnung kann nur auf einem Verfahren beruhen, das alle gegebenen Mef~punkte be- 
rticksichtigt und bei dem die Parameter so gew~ihlt sind, dat~ das Qua&at der Summe 
der Abweichungen yon den Mef~werten zum Minimum wird. Hierbei dtirfen nicht die 
Abweichungen der linearen Werte zugrunde gelegt werden, sondern ihre Logarithmen, 
um in allen Bereichen der Wachstumskurve die gleiche prozentuale Genauigkeit zu 
erhalten. 

- -  = Min. (13) 

Nx+~ 

Herrn Kollegen Dr. M. GII~LBRICHT verdanke ich eine L6sung dieses mathemati- 
s&en Problems, die er na& einigen weniger giinstigen Vorschl~igen entwi&elte. Sie 
tieferte sehr gute N~iherungswerte, die au& als Ausgang bei der dektronischen Be- 
re&nung dienten. Zur Vereinfa&ung der Formelschreibung werden gesetzt: 

y = i o g y  b = - - l o g N  

X=i~ 0 c = ~  
a g Dmax n = Anzahl der Wertpaare 
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Tabelle 2 

Beredmung des L~ngenwachstums der M~innchen yon Roccus americanus unter Zugrunde- 
legung des Sch~tzwertes 1,9 fiir ~; log N = 1,806; for log Dmax wurde der Mittelwert der 
Einzelbestimmungen eingesetzt. Berechnung der L~ingen aus den nach dem GILLBRmHT-Ver- 

fahren ermittelren N~iherungswerten fiir die drei Parameter 

= 2,33; logN = 2,109; 
× log 1 1,806 L~inge L~inge Fehler log Lmax = 2,5112 

Alters- log Lmax ge- be- " L~nge Fehler 
klasse mm z + l , 9  messen re&net °/° log Lmax berechnet °/o 

I 1 , 8 6 9 2  0 , 6 2 2 8  2,4920 74 73,4 0,8 2,5025 75,5 2,0 
2 2,0492 0 , 4 6 3 1  2,5123 112 106 5,4 2,5363 106 5,4 
3 2,1239 0,3686 2,4925 133 132 0,8 2,5196 129 3,0 
4 2 , 1 7 0 3  0 , 3 0 6 1  2,4764 148 152 2,6 2,5035 151 2,0 
5 2 , 2 0 6 8  0,2617 2,4685 161 169 5,0 2,4945 167 3,7 
6 2,2430 0,2286 2,4716 175 182 4,0 2,4962 181 3,4 
7 2,2945 0,2029 2,4974 197 193 2,1 2,5205 193 2,1 
8 2,3118 0,1824 2,4942 205 202 1,5 2,5160 203 1,0 
9 2,3263 0,1657 2,4920 212 210 0,9 2,5124 211 0,5 

2,4885 

Durch Einsetzen dieser Symbole erh~ilt man ftir das Wachstum die lineare Gleichung: 

b y = a +  z + ~  

Durch par tMle  Differentation, die hier nicht wiedergegeben werden soll, resultieren 
ftir die drei Parameter  drei Gleichungen: 

(A) 

2"(x~y) 2 ' x  Z ( x y )  = a (~5'x ~ -  Z X 

n \ n 

(B) 
zy ( 

X (xy ~) n v (xy) = a S (xy) 

(c) 

b -  X ( x y )  + c _ _  
n 

- - "  2" x - -  c 2 '  (xy) n 

--Yy ~'x 
a a .  c (14 A-C)  

n n 

Die Gleichungen A und B enthalten als Unbekannte nur a und c. Durch Mukipl ikat ion 
mit den geeigneten Faktoren bringt man das eine oder andere unbekannte Glied zum 
Forffall  und erh~ilt auf diese Weise die beiden Gr/Sgen a und c, also log Dma:~ und ~. 
Die hierfiir erhaltenen Werte setzt man in Gleichung C ein und findet so den negati- 
ven Wert  fiir log N. Die Berechnung soll anhand eines praktischen BeispMes durch- 
geftihrt werden. Zun~ichst ermittelt  man die Summenwerte ftir: y, x, xy, x ~, y~, x2y 
und xy 2 entsprechend Tabelle 3. Die erhaltenen Summenwerte setzt man dann in die 
Gleichungen 14 A - C  ein. 
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Tabelte 3 

Anordnung fiir die Berechnung der nach dem GILLBRmHT-Verfahren benStigten Summenwerte. 
Zx  Z y  

L~inge der M~nnchen yon Roccus americanus, n = 9, ~ -  = 5, --~- = 2,17722 

Ahers- (log 1) y2 
gruppe x ~ xy x2y xy -~ 

x Y 

1 1 1,86923 1,86923 1,86923 3,49402 3,49402 
2 4 2,04922 4,09844 8,19688 4,19930 8,39860 
3 9 2,12385 6,37155 19,11465 4,51074 13,53222 
4 16 2,17026 8,68104 34,72416 4,71003 18,84011 
5 25 2,20683 11,03415 55,17075 4,87010 24,35049 
6 36 2,24304 13,45824 80,74944 5,03123 30,18737 
7 49 2,29447 16,06129 112,42903 5,26459 36,85215 
8 64 2,31175 18,49400 147,95200 5,34419 42,75350 
9 81 2,32634 20,93706 188,43354 5,41186 48,70672 

x5, o 2 ' x  = Z x  2 = X'y ~ ~ x y =  Vx'ay = V y 2 =  ~ xy" = 

45 285 19,59499 101,00500 648,63968 42,83606 227,11518 

(A) 
v x~y = 648,63968 I v x 2 

Z x  ~ --Zx 
• v (xy) 505,02500 I - 

n } n 

143,61468 = 

(B) 
2" xy ~ = 227,11518 

Z y  
• 2 " x y  = 219,91011 

n 

285 1 z x y  :=101,00500 t 
- - ~ Y x  

• Z x  = 225 I • Z y  = 97 ,97495j  
. 1"1 

a • 60 - -  c • 3,03005 

Z y 2  = 42,83606 ] 

Z yn . Z y = 42,66260 / - -  

- -  c - 0,17346 7,20507 = a • 3,03005 

Wir  erwei tern  zun~ichst Gleichung B mit  

(A) 
(13) 

6O 
1,98017 : 

3,03005 

143,61468 = 60a - -  3,03005 c i 

142,67263 = 6 0 a -  3,43480 c | - -  

0,94205 0,40475 • c 

0,94205 
c - -  - -  2,327 

0,40475 

3,03005 
AnschlieBend erwei tern  wi t  Gleichung B mit  - -  -- 17,4683 : 

0,17346 

(A) 143,61468 = 60a - -  3,03005 c 

(B) 125,86032 = 52,928 - -  3,03005 c 1 -  

17,75436 = 7,0702 • a 

a = logLmax = 2,5112 
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Die ftir a und c berechneten Werte werden in Gleichung c eingesetzt und wir erhalten 
ftir: 

101,005 
- -  b = - -  + 2,327 • 2,17722 - -  2,511 • 5 - -  2,327 • 2,511 

9 

= 11,2228 + 5,0664 - -  12,5550 - -  5,8431 

b = log N = 2,1089 

Das Verfahren stellt die Berechnung einer Regressionsgeraden dar und gilt streng- 
genommen nur ftir den Fall, daf~ die Wertpaare genau der Funktion folgen. St~irker 
yon dem Erwartungswert abweichende Zahlen, wie sie in Wachstumsdaten fast immer 
enthalten sind, st~Sren die Berechnung. Aus diesem Grund erfi~llen die auf diese Weise 
berechneten Parameter nicht vollkommen die Forderung des Minimumquadrates. 

Durch die im Verlauf der Berechnung erfolgende Differenzbildung aus zum Teil 
sehr hohen Summenwerten f~illt ein groger Teil der vor dem Komma stehenden Zahlen 
fort, und es verbleiben vielfach nur die hinter dern Komma stehenden Zahlen. Die Be- 
rechnung ist daher abh;ingig yon der Stellenzahl der eingesetzten Logarithmen. Im all- 
gemeinen scheinen aber fiinfstellige Logarithmen ausreichend zu sein. Noch hiShere 
Stetlenzahlen erfordern bei Benutzung yon Digitalrechenmaschinen einen erheblich 
h~Sheren Rechenaufwand, ohne wesentlich bessere Resultate zu liefern. 

Die GlrrBRmHT-Berechnung ffihrt - wie berelts betont - nur zu N~iherungswerten. 
Will man den ffir alle Auswertungen ausschlaggebenden Wert yon ~ exakt bestimmen, 
so variiert man diesen N~iherungswert nach oben und unten und bestimmt zu jedem der 
eingesetzten ~-Werte aus den Mef~daten die beiden anderen Parameter, und zwar 
nach dem auch fiir die Allometrieberechnung angewandten Ansatz fiir die Regressions- 
gerade: 

X x Z y  
2 ~ (xy) 

n 
- -  l o g  N = (Z,  x )  z (15a) 

~' x ~ 
171 

_Y y - -  b • 2' x (15b) 
a 

n 

Ftir y setzt man die Logarithmen der Dimensionswerte der einzelnen Altersstufen 
1 ein, fiir x die entsprechenden reziproken Zeitwerte ~ mit dem zu priifenden ~. 

Auf diesem Wege ermittelt man, bei welchem ~-Wert die Bedingungen einer minimalen 
quadratischen Abweichung erftillt sind. Rechnerisch einfa&er ist es, 8 auf eine minimale 
Streuung yon Dm~ einzustellen. Bei dem durchweg engen Anschlui~ der errechneten 
Werte an die Wachstumsdaten babe ich im Rahmen dieser Arbeit auf die Berechnung 
der Streuung und des Korrelationskoeffizienten verzichtet. Sie wiire nach den bekann- 
ten Verfahren durchzuf[ihren. 
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D i e  P a r a m e t e r  des  W a c h s t u m s  y o n  R o c c u s  a r n e r i c a n u s  

Nach der GiLL~RiCHT-Methode ergeben sieh also Rir die drei Parameter des L~in- 
genwachstums der M~innchen yon R. americanus die N~iherungswerte ~ = 2,327, 
log Lm~x = 2,5112 und fi~r log N = 2,1089. Die mit diesen Konstanten berechneten 
L~ingen der M~innchen enth~ilt Tabetle 2. In der P~fung der Konstanz der Werte f[ir 
Dm~ batten wir oben ein einfaches Hilfsmittel zur Beurteilung der Eignung der Werte 
fiir ~ und log N zur Darstellung des Wachstums kennengelernt. Fiir den N~iherungs- 
wert von 1,806 fiir ~ fanden wir (Tab. 3) eine Differenz von 0,0437 zwischen dem 
h~chsten und niedrigsten Wert. Legen wir die nach der GILLBIRcnT-Methode berech- 
neten Parameter zugrunde, so ergibt sich diese Spanne zu 0,0421. Wenn schon mit dem 
N~herungswert yon 1,806 sich eine befriedigende Wiedergabe der Wachstumswerte 
erreichen lief~, so gilt dieses natiirlich in erh~Shtem Mai~e fi~r den ~-Wert 2,327. Die Tat- 
sache, daf~ so stark voneinander abweichende ~-Werte noch mit den Mef~daten verein- 
bar sind, macht deutlich, dat~ dieser Parameter f~ir die Berechnungen nicht sehr kritisch 
ist. Dieser Umstand vereinfacht auf der einen Seite das Arbeiten mit der neuen Funk- 
tion, erschwert aber auf der anderen Seite die exakte Bestimmung yon ~:. 

Hir die elektronisch berechneten Parameter ergab sich die Spanne zwischen h/Sch- 
stem und niedrigstem Wert fiir log L~x zu 0,0384. Diese Parameter lagen also erheblich 
g~instiger und sollen den weiteren Auswertungen zugrunde gelegt werden. 

Die Bestimmung der Parameter, die mathematisch einwandfrei die gestellte Mini- 
mumforderung erf~illen, ist mit digitalen Rechenmaschinen auch dann no& sehr zeit- 
raubend, wenn man durch die GIL~BRiC~tT-Berechnung die N~iherungswerte kennt. Ich 
war in der gRicklichen Lage, daf~ Herr Dr. R. NlCOLOWUS vom Rechenzentrum der 
Universit~it Hamburg sich bereit erkl~irte, elektronisch die exakten Parameter zu be- 
rechnen. Es ergaben sich hierbei doch merkli&e Abweichungen yon den N~iherungs- 
werten, und es war Rir reich sehr wesentlich, die mathematisch einwandfreien Zahlen 
zu kennen, die gtinstiger als die N~iherungswerte liegen und sich in den Tabellen 4 
und 5 finden. Trotz der hiermit aufgezeigten 13berlegenheit der elektronischen Para- 
meterberechnungen daft man auch bei ihr nie vers~iumen, das rechnerische Ergebnis 
graphisch zu kontrollieren. Die gewisse Unsicherheit aller biologischen Mel~werte kann 
- wie im vorliegenden Fall fi.ir die Gewichtsdaten der Weibchen - bei der Berechnung 
zu unwahrscheinlichen Resuttaten fi~hren. Bei der graphischen Darstellung iibersieht 
man mit einem Blick den ganzen Kurvenverlauf und kann darln enthaltene Unstim- 
migkeiten leichter erkennen. 

Betrachten wir zun~ichst die in Tabelle 4 wiedergegebenen Daten Rir das Wachs- 
turn der M~nnchen. Diese enth~iit neben den exakten Parametern die gemessenen und 
errechneten Werte, die Zuwachsrate, ferner die prozentualen Abweichungen und die 
Lm~-Werte. Die prozentuale Differenz erreicht in keinem Falte 5 0/0 und liegt zumeist 
wesentlich darunter. Die Forderung nach einer guten Wiedergabe der Wachstumsdaten 
ist damit hint~ngli& erfiillt. AIs besonders wichtige Tatsache ergab die Berechnung, dal~ 
die mathematisch exakten Parameter Rir L~ingen- und Gewichtswachstum praktisch den 
gleichen ~-Wert liefern. Die minimale Differenz yon 0,05 zwischen 2,07 und 2,I2 kann 
man verna&l~issigen. Auch die Berechnung best~itigt also in objektiver Weise, daf~ mit 

ein Wert erfat~t wurde, der Rir alle Wa&stumsvorg~inge yon R. americanus giiltig 
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Tabelle 4 

Roccus americanus, L~ingen- und Gewichtszunahme der M ~ n n c h e n. 
Elektronische Berechnung der Parameter 

L~inge: $ = 2,07 Gewicht: $ =: 2,12 
~0 Ox 

e~  o 

o ~  oo ° 

~D 
o 

1 74 75,4 + 1,9 2,4816 18,8 18,6 - -  1,1 2,8088 
38 24,1 

2 112 106,7 - -  4,7 2,5111 42,9 43,9 + 2,3 2,7946 
21 30,2 

3 133 131,7 - -  1,0 2,4947 73,1 74,0 + 1,2 2,7991 
15 35,1 

4 148 151,6 + 2,4 2,4800 108,2 105,2 - -  2,8 2,8166 
13 32,6 

5 161 167,7 + 4,2 2,4727 t40,8 135,4 - -  3,8 2,8211 
14 17,5 

6 175 180,9 + 3,4 2,4760 158,3 163,8 + 3,5 2,7892 
22 30,5 

7 197 191,9 - -  2,6 2,5018 t88,8 190,1 + 0,7 2,8010 
8 

8 205 201,3 - -  1,8 2 , 4 9 8 5  . . . .  
7 

9 212 209,2 - -  1,3 2,4920 . . . .  

ist. Erhebliche Differenzen ergaben sich dagegen fiir die beiden anderen Parameter. Dai~ 
die Maximalwerte fiir L~inge und Gewicht sich grundlegend unterscheiden, ist selbst- 
verst~indlich. Da  die Maximalwerte  welt oberhalb beobachteter Dimensionen liegen, 
erweisen sie sich als rein rechnerische Gr~5t~en. Die mathematischen Beziehungen wet-  
den sp~iter besprochen. 

Vergleichen wir  die Auswertung des Wachstums der Weibchen mit dem der M~inn- 
chen in Tabelle 5, so sehen wir, dab die Wiedergabe des L~ingenwachstums zwar nicht 
ganz so gut ist wie bei den M~innchen, aber nur ftir die Jahresgruppe II  die Abweichung 
5 °/0 iiberschreitet. Auch sie ist no& volikommen befriedigend. Sehr viel schlechter ist 
dagegen die Darstellung des Gewichtswachstums. Dieses ist aber bei den Weibchen nach 
den Angaben yon MANSUETI (1961a) im Zusammenhang mit der Produkt ion der Ge- 
schlechtsprodukte sdirkeren Schwankungen unterlegen als das Gewicht der Miinnchen 
und daher stark von der Jahreszeit abh~ingig. Hieraus erkl~irt sich zwanglos der bis zu 
20 0/0 erreichende Unterschied zwischen gemessenen und berechneten Werten. Unter 
diesen Umst~inden sind auch die elektronisd~ gewonnenen Parameter  fiir das Gewichts- 
wachstum wenig vertrauenswtirdig, und wit  miissen sie aui~er Betracht lassen. Um so 
erstaunlicher ist, dat~ sich fiir das L~ingenwachstum der Weibchen nahezu der gleiche 
Wert  errechnete, wie fiir die M~innchen. Ob der etwas h~Shere ~:-Wert yon 2,36 - gegen- 
~iber 2~07 filr die M~innchert - einen realen Geschlechtsunterschied darstellt oder nut 
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TabelIe 5 

Roccus americanus, L~ingen- und Gewichtszuwachs der W e ib  che n. 
Elektronis&e Berechnung der Parameter 

103 

LSnge: ~= = 2,36 Gewicht: $ = 4,13 

N o o  ~ -- 0 N o o  
C) 
o 

1 77 79,1 + 2,8 2,5308 21,7 23,5 + 8,5 3,3229 
41 31,8 

2 118 111,2 - -  5,8 2,5685 53,0 49,7 - -  6,2 3,3866 
23 53,4 

3 141 137,6 - -  2,4 2,5531 106,4 85,1 --20,0 3,4561 
15 18,9 

4 156 159,2 + 2,1 2,5335 125,3 127,6 + 1,8 3,3514 
13 18,9 

5 169 177,1 + 4,9 2,5221 157,8 175,0 +10,9 3,3142 
18 36,1 

6 187 192,0 + 2,7 2,5308 193,9 225,6 +16,4 3,2935 
15 46,4 

7 202 204,6 + 1,3 2,5567 240,3 277,8 +15,6 3,2963 
12 81,8 

8 214 215,4 + 0,7 2,5394 322,1 330,6 + 2,6 3,3481 
12 127,2 

9 226 224,8 - -  0,6 2,5447 449,3 383,1 --14,7 3,4286 
19 20,7 

t0 245 232,9 - -  5,0 2,5644 470,0 434,8 - -  7,5 3,3933 

auf einer zuf~illigen Abweichung des Zahlenmaterials beruht, kann heute no& nicht 
ents&ieden werden. 

Die Werte far  Logarithmus N k6nnen nicht ohne weiteres miteinander verglichen 
werden, da fie yon dem eingesetzten ~-Wert abh~ingig find, parallel  zu dem sie si& 
stark ~indern. Ein Vergleich der Werte yon log N ist nut  bei gleichem ~e m~Sglich. Das 
L~ingenwachstum der M~inn&en ist - wie wir  oben sahen - au& mit einem ~-Wert yon 
2,36 vereinbar. In diesem Falle betrS.gt der einzusetzende tog N-Wef t  2,037 gegen- 
iiber 2,165 fiir die Weib&en. Der h6here Weft  yon log N kennzeichnet die bei Fischen 
h~Shere Wa&stumsges&windigkeit  im weibli&en Geschlecht. Bei nahezu gleicher Aus- 
gangsgr6f~e der Fische resultiert dur& den h~Sheren Wert  fiir log N far  die Weibchen 
ein Maximatwert  yon 364,86 mm gegeniiber 326 mm fiir die M~innchen. 

Die elektronische Auswertung der Gewi&tsdaten far  die Weib&en fiihrte zu voll- 
kommen abweichenden Parametern:  ~e = 4,13, tog N = 10,19 und Wmax = 2289. Da, 
wie oben ausgefiihrt, bere&tigte Bedenken gegen die Zuverl~issigkeit der Gewi&tsdaten 
der Weib&en erhoben werden miissen, lassen sich auch zwanglos die starken Abwei-  
chungen deuten. Wie wir  welter unten sehen werden, ist s&on aus rein mathematischen 
Griinden die gefundene Diskrepanz unwahrs&einlich, 
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DAS LARVALE UND IMAGINALE WACHSTUM VON 
ROCCUS SAXATILIS 

Die Daten yon MANSU~'rI (1961a) fiir R. americanus bildeten die Grundlage far 
die Aufstellung der neuen Wa&stumsfunktion. Die jiingsten yon ibm gemessenen 
Fische waren etwa 1 Jahr alt. Von diesem Stadium bis zum Alter yon 10 Jahren erwies 
sich die Funktion geeignet zur Darstdlung seiner Ergebnisse. Altere Individuen scheint 
MANsur~TI nicht gesammelt zn haben. Schon die hohen Altersklassen sind in seinem 
Zahlenmaterial nur durch wenige Individuen vertreten. Augerdem bereitet die Alters- 
bestimmung bei alten Fischen erhebliche Schwierigkeiten. Ftir die hohen Altersstufen 
scheint bei dieser Art somit eine Grenze gezogen zu sein. 

Grunds~itzlich wichtiger ist aber die Beantwortung der Frage, welchen Verlauf die 
Wachstumskurve im ersten Lebensjahr nimmt, in dem sie offensichtlich sehr stark an- 
steigt. Sie war an R. americanus nicht zu RSsen. Eine kurze Mitteilung yon MANStJETI 
(1955) tiber die Aufzucht der Jungfische im Laboratorium enth~ilt leider keine quan- 
titativen Angaben. 

Die bei dieser Art klaffende Liicke kann glficklicherweise durch Daten tiber das 
Wachstum yon R. saxatilis im Ei und im Verlauf des ersten Vierteljahres nach dem 
Schlfipfen ausgefiillt werden. An die Daten yon P~ARSON (1938) fiber das Wachstum 
in den ersten vier Lebenswochen schliegen sich gut Messungen yon MANSU~TI (1958) 
an Freilandf~ingen an. Wenn auch die Zahten yon PEARSON Liicken und Unstimmig- 
keiten enthalten, sind wir doch n~iherungsweise durch diese Untersuchung fiber das 
Wachstum der Art in den ersten Lebenswochen unterrichtet. Vor allem k6nnen wir die 
Frage beantworten, yon welchem Zeitpunkt nach dem Schliipfen an die fiir das Wachs- 
tum der ~ilteren Fische angewandte Funktion giiltig wird. 

D i e  P a r a m e t e r  des  i m a g i n a l e n  W a c h s t u m s  

Voraussetzung fiir die Kliirung des Problems war zun~ichst also die mathematische 
Analyse des Wachstum der adulten Fis&e, fiir das ich ebenfalls Zahlenangaben yon 
MANSUETI (1961b) benutzen kann. Diese Angaben erwiesen sich als nicht so regei- 
m~itgig wie die fiir R. americanus, umfassen dafiir aber eine Spanne yon 14 Jahren. 
MANSUET~S Werte far das LSmgenwachstum der M~inn&en beruhen zum Teil nur auf 
Einzelindividuen, ftihren aber trotzdem zu nahezu dem gleichen Ergebnis wie die Be- 
rechnung aus den Zahlen seiner Tabelle 3 far das L~ingenwa&stum der Weib&en. Un- 
ter diesen befand si& wahrs&einli& aber ein geringer Anteil an Miinnchen. 

Die ersten Analysen ergaben auch fiir R. saxatilis ~-Werte um 2, also gleicher 
Gr~Sgenordnung wie flit R. americanus. Die Extrapolierung unterhalb der Jahres- 
klasse I liet~ erkennen, daf~ hiermit zumindest ann~iherend au& noch die L~inge der 
Fis&e im Alter yon 8 und 14 Wochen befriedigend erfagt wird. Vor diesem Zeit- 
punkt f~illt die Wa&stumskurve sehr steil ab (Abb. 8), so dal3 die beredmeten Liingen 
erheblich unter dem Met~wert liegen. Aus diesem Grunde schlog i& auch die 8 und 
14 Wo&en alten Fische in die GiLL~RicHT-Berechnung ein. Fiir ~e ergab sich der NS.he- 
rungswert 2,18. Die hiermit berechneten Fis&l~ingen bringt Tabelle 6. Fiir die h~Sheren 
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Altersstufen war mit den eingesetzten Parametern die Wiedergabe der Megwerte sehr 
gut. Nur bei den Altersklassen I und II  ergaben sich st~irkere Abweichungen. Bei Alters- 
klasse II  bleibt die Abweichung mit 10 °/0 noch in ertr~iglichen Grenzen, bei Alters- 
klasse I lassen sie sich nicht mehr mit dem rechnerischen Wert vereinbaren. Auch bei 
der Wm.FOl~D-Darstellung (Seite 121) tiegen die L~ingen der Altersklasse I unterhalb 
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Abb. 8: Logarithmische Darstellung des Wachstums yon Roccus saxatilis vom Schliipfen bis 
zum 14. Lebensjahr mit dem ~-Wert 2. Die larvale Wachstumsperiode, die bis etwa zur vierten 
Lebenswoche andauert, setzt sich scharf gegen die folgende imaginale Wachstumsperiode ab 

der zu erwartenden Werte. St~irkere Abweichungen finden sich bei den jtingsten Alters- 
stufen h~iufiger. Vermutlich sind bei dem starken Wachstum in den ersten Jahren die 
in die Berechnung eingesetzten Alterswerte, die ja nut pauschal angegeben werden, zu 
ungenau. Es w~iren hier exaktere Angaben tiber das Alter erforderlich. Die L~inge yon 
124,4 mm, die MANSUETI fiir die weiblichen Tiere angibt, liegt erheblich unter 
der L~inge der gleichaltrigen M~innchen (Tab. 2 yon MANSU~TI). Ftir sie gibt er 
134,6 mm an. Ein so groger Unterschied in der L~inge der Geschlechter ist in diesem 
Alter unwahrscheinlich. Die yon ibm fiir die M~innchen angegebene L~inge stimmt schon 
eher mit der Berechnung tiberein. Bedeutungsvoller ers&eint mir aber, dag noch die 
Lgngen der Fische yon 8 und 14 Wochen in guter N~iherung wiedergegeben werden. 
Der rechnerische Kurvenverlauf folgt also noch bis hierhin dem Wachstum. 

Der errechnete und in die Auswertung eingesetzte ~-Wert yon etwa 2,2 liegt zwi- 
schen den ~-Werten, die sich bei der elektronischen Berechnung fiir das Wachstum yon 
R. americanus ergaben. Mit ihm liege sich auch das Wachstum dieser Art darstellen. 
Es zeigt sich also eine tiberraschende mathematische Obereinstimmung im Wachstums- 
verlauf beider Arten, die man angesichts der sehr unterschiedlichen Zahlenreihen nicht 
vermuten wiirde. Der Unterschied im Ablauf des Wachstums findet mathematis& sei- 
hen Ausdru& in den beiden anderen Parametern: log N und Lmax- Wir kSnnen diese 
beiden Parameter nut auf der Basis eines gleichen ~-Wertes vergleichen. Ftir das LRngen- 
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Tabelle 6 

Roccus saxatilis, L~ingenwachstum der Weibchen. Werte yon MANSUZTI (1958, 1961). 
Fi~r ~e ist ein N~iherungswert eingesetzt. 8 = 2,1865 

Alter L~inge Zuwachs log N = 3,359 Fehler 
gemessen (mm) log Dm~x = 3,2259 % 

Geburt 2,0--3,7 48,9 
4 Wochen 42,0 55,2 +23,6 
8 Wochen 68,0 61,8 - -  9,2 

14 Wochen 75,0 72,0 - -  4,0 
Jahre: 124,5 

1 124,5 148,5 + 16,5 
167,7 

2 292,1 265,2 - -  9,2 
96,5 

3 388,6 378,6 - -  2,5 
78,8 

4 467,4 481,8 + 2,2 
88,9 

5 556,3 573,4 + 3,1 
88,9 

6 645,2 654,0 + 1,4 
78,7 

7 723,9 724,8 + 0,1 
58,4 

8 782,3 787,2 + 0,6 
73,7 

9 856,0 842,5 - -  1,6 
43,2 

10 899,2 891,7 - -  0,8 
35,5 

11 934,7 935,7 + 0,1 
71,3 

12 1006,0 975,2 - -  3,1 

13 983,0 1010,8 + 2,8 
60,9 

14 1043,9 1043,1 - -  0,0 

wachstum der Weibchen von R. americanus errechnet sich hiermit log N zu etwa 2,0 
und Lma.~ zu etwa 340 mm. Demgegen~iber ist der Weft  fiir log N mit 3,36 bei R. saxa- 

tilis fa~t doppelt  so hoch und kennzeichnet eine gr~Sf~ere Wachstumsgeschwindigkeit 
dieser Art. Im Zusammenhang mit dem h~Sheren Weft  ftir log N liegt auch die Maxi- 
malgrN~e yon R.  saxatilis mit 1682 mm wesentlich oberhalb der von R. americanus. 

D i e  P a r a m e t e r  d e s  l a r v a l e n  W a c h s t u m s  

Die Ableitung der Parameter  fiir das Wachstum yon R. saxatiIis fiat einen Zeit- 
raum von mehr als 13 Jahren f~ihrt selbstverst~indlich zu der Frage, ob sie vom Zeit- 
punkt des SchRipfens ab gi~ltig sin& W~ire dieses der Fall, m~ii~te sich die L~nge bei 
der Geburt  ergeben, wenn man in die Berechnung f~ir Z den Weft  0 e insetzt. Das ist aber 
nicht der Fall. Rechnerisch erg~ibe sich die Uinge bei der Geburt zu 48,9 mm. Nach den 
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R o c c u $  5 , ~ x ~ ¢ / t i 5  

/ a r v e n w a c h s t u m  

W o c h e n  

Abb. 10: Das Larvenwachstum yon Roccus saxatilis in logarithmischer. Wiedergabe. Auch die 
relative Wachstumskurve, die normalerweise keinen Wendepunkt aufweist, l~it~t die Unstetig- 

keit zum Ende der ]arvalen Entwicklung zwischen der 4. und 8. Woche erkennen 

Angaben yon MANSUETI be tr~/gt sie dagegen nur 2,0 bis 3,7 ram. Die Differenz ist zu 
groin, um sie mit dem rechnerischen Weft  zu vereinbaren. Das gleiche gilt auch ftir die 
L~inge der Fische bis zum Alter  von 4 Wochen, dem Zeitpunkt,  an dem sie etwa ihre 
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Larvenentwi&lung beenden. Offensichtlich haben also fiir das Larvenwachstum die 
aus dem Wachstum der adulten Fische berechneten Parameter keine Geltung. Es ergibt 
si& daher die Notwendigkeit, die bier vorliegenden VerhHmisse anhand der Daten 
yon PEARSON (1938) und MANSiJETI (1958) n~her zu analysieren. 

Bei Verwendung der linearen Werte stellt si& graphisch das Wa&stum der jling- 
sten Entwi&lungsstadien als eine s-f/Srmige Kurve dar (Abb. 9), deren genauer Verlauf 
zwis&en der 4. und 8. Lebenswoche allerdings unklar ist, da hier Werte fehlen. Man 
kSnnte geneigt sein, in dem etwa in der vierten Woche auftretenden Maximum der 
Wa&stumsgeschwindigkeit den fiir Wa&stumskurven &arakteristis&en Wendepunkt 
zu sehen. Dem widerspricht abet, dag si& - wie wit spiiter sehen werden (Seite 115) - 
ein zweiter Wendepunkt im zweiten Lebensjahr findet. Wie bei allen Wachstums- 
analysen gewinnen wit ein klares Bild, wenn wit anstelle der linearen die logarith- 
mis&e Darstellung wqihlen (Abb. 10). Die relative Wachstumskurve zeigt sehr deutli&, 
dag zwis&en der 4. und 8. Lebenswo&e eine starke Verlangsamung des Wa&stums 
eintritt. Eine solche Unstetigkeit im Verlauf der relativen Wachstumskurve ist unge- 
wShnli&. Normalerweise stellen diese sich als glei&m~igig abfla&ende Kurven dar und 
lassen Wendepunkte - wie den im 2. Lebensjahr auftretenden - nicht in Erscheinung 
treten. 

Die s&wa&e, abet deutliche Kriimmung der logarithmis&en Wa&stumskurve 
legte nahe, auch ihren Verlauf durch die neue Funktion darzustellen und die zuge- 
h~Srigen Parameter zu bestimmen. Die Zahlen yon MANSUETI (1958) fiir das Larven- 
wa&stum beruhen zwar auf einem gr~5t~eren Material, spiegeln aber ha& seinen eigenen 
Angaben kein normales Wa&stum wieder und sind daher fiir eine mathematis&e Aus- 
wertung ungeeignet. Auch die 5.1teren Angaben yon PEARSON (1938) enthalten often- 
si&tli&e Unstimmigkeiten in den LS.ngenangaben. Wenn die Fischlarven zwischen dem 
4. und 6. Tag nur um 0,2 mm gewachsen sein sotlen, zwis&en dem 6. und 8. Tag da- 
gegen um 3,0 mm, so widersprechen diese Angaben unseren vielf~iltigen Erfahrungen 
fiber die Verminderung der Wachstumsrate mit zunehmendem Alter. Ferner ist die 
Altersangabe 3 bis 4 Wo&en far eine Zeit mit starkem Wachstum unzurei&end. Die 
graphischen Darstellungen in den Abbildungen 9 und 10 lassen erkennen, daf~ die 
Daten far die Fis&e im Alter yon 6 und 16 Tagen sehr stark aus dem im iibrigen 
gleichm{igigen Kurvenverlauf herausspringen. Sie wurden daher bei der re&neris&en 
Parameterbestimmung nicht ber~icksichtigt. Dafiir wurden die Werte yon MANSUETI 
fiir die 4 Wo&en alten Fische, die er aus Freilandf~ingen gesammelt hatte, mit einbe- 
zogen. Sie fiigen sich sehr gut in die Werte yon PEAI~SON ein. Bei der Unsicherheit des 
vorliegenden Zahlenmaterials diirt~e die Ausschaltung offensichtlich ni&t zuverl~issiger 
Daten bei einer orientierenden Auswertung statthaf~ sein. 

Die Berechnung der Parameter des Larvenwachstums ergab nach der GILLBRICHT- 
Methode t fiir ~ den Wert yon fund 30 Tagen. Mit diesem e-Wert lietgen sich die Met~- 
werte yon PEARSON und MANSIJET~ his zum Alter yon 4 Wochen erstaunlich gut dar- 
stellen, wie Tabelle 7 zeigt. Die Giite der Bere&nung ist um so bea&tenswerter, als in 
dieser Zeit die L~inge der Larven um mehr als das Zehnfa&e zunimmt. Es ist dieses eine 

Bei der GILH3RiCHT-Berechnung darf man iibrigens nicht mit dem Alter 0 fiir die 
Dimension bei der Geburt arbeiten, da sich auf diese Weise fatsche Werte ergeben. Man er- 
htiht deshalb alle Alterswerte um 1 und addiert den glei&en Wert zu dem berechneten ~e. 
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Wachstumsrate, die nach der Larvenentwicklung bei Tieren im allgemeinen nicht er- 
reicht wird. Der Wert f~ir log N liegt mit 69 wesenttich h~her, ats bei den adulten 
Fischen. Wie welter unten ausgefiihrt, w~ire er bei Umrechnung auf Jahre als Zeit- 
einheit noch mit dem Faktor 365 zu multiplizieren. Der Wert von L . . . .  iibersteigt mit 
651 mm bei weitem die L~inge, die beim Abschlui~ des Larvenwachstums erreicht wird 
und reicht in die Dimension der imaginalen Endgr~51~en. 

Fiir die L~inge der Fische, die ~ilter als 4 Wochen sind, ergeben sich wesentlich zu 
hohe Zahlen. Offensichtlich gelten ffir sie die Parameter des Larvenwachstums nicht 
mehr. Die mathematische Auswertung des Larvenwachstums kann angesichts der Lfik- 
kenhaitigkeit nicht als endgfiltig betrachtet werden. Sie l~if~t aber erkennen, dai~ wir 
den imaginalen Wachstumszyklus, der etwa 8 Wochen nach dem Schlfipfen beginnt, von 
dem davorliegenden larvalen Wachstumszyklus abgrenzen mfissen. 

Vor dem larvalen scheint noch ein embryonaler Wachstumszyklus mit  noch 
h/~herer Wachstumsrate zu liegen. Die Reduktion der Zahl der Wachstumszyklen auf 3 
- -  einschliefflich der Embryonalentwicklung ~ erscheint als ein wichtiger Fortschritt ge- 
genfiber den wesentlich mehr Zyklen, die bei anderen Wachstumsformulierungen ein- 
geffihrt werden mut~ten. Da sich die Wachstumszyklen auch in der relativen Wachs- 
tumskurve als Unstetigkeiten abheben und fiberdies auch durch morphologische Um- 
bildungen gekennzeichnet sind, erscheint ihre Einffihrung begrfindet. 

D E U T U N G  DER PARAMETER 

Abweichend yon anderen Formulierungen, die empirisch oder ausgehend von 
speziellen Vorstellungen iiber das Wachstum aufgestellt wurden, zielte mein Bemiihen 
darauf hinaus, durch eine rein mathematische Methode die Funktion des Wachstums- 

Tabelle 7 

Larvenwachstum von Roccus saxatilis. Daten yon PEARSO~ und MANSUETr aus MANSUET~ 
(1958, Tabelle 10). ~ = 29,78 

Alter L~inge log N = 69,07 Fehler 
(Tage) gemessen (mm) log Dmax = 2,8135 0/0 

Befruchtung - -  2,1 
Geburt 2,9--3,2 3,1 - -  
Tage: 1 3,6 3,7 + 2,8 

1,5 4,4 4,0 - -  9,1 
2 5,1 4,4 - -  13,7 
3 5,1 5,2 + 2,0 
4 5,8 5,9 + 1,7 
6 6,0 7,6 + 26,6 
8 9,0 9,7 + 7,8 

16 13,0 20,2 + 55,5 
25 36,0 35,7 - -  0,8 

4 Wochen 42,0 41,5 - -  1,2 
8 Wochen 68,0 101,9 + 49,1 

14 Wochen 75,0 183,8 + 145 
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vorganges zu erfassen. Die am Beispiel yon R. americanus durchgefiihrte graphische 
Analyse ergab die Formeh 

Dm&x 
d z -  

Nz+~ 

Das Prinzip des Verfahrens, das zur Aufstellung dieser Funktion fiihrte, 1M~t den 
mathematisch nicht Erfahrenen nlcht ohne weiteres die Bedeutung der eingesetzten 
Paramater und ihre Eigenscha~en erkennen. Da durch die graphische Darstellung die 
mathematischen Zusammenh~inge, welche die FormeI enth~ilt, leichter iiberschaubar 
sind und verst~indlicher werden, ist sie noch einmal in Abbildung 11 ftir das L~ingen- 
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Abb. 11: Erl~iuterung der graphischen Darstellung der neuen Wachstumsfunktion am Beispiel 
des tingenwachstums von Roccus americanus 
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wachstum wiedergegeben, nur sind jetzt in der graphischen Darsteltung die mathe- 
matis&en Gr~Sgen, welche die Funktion enth~ilt, gekennzeichnet. Keiner Eri~iuterung 
bedarf die Eintragung der Logarithmen der Dimension auf der Ordinate. Sie hat sie 
gemeinsam mit der relativen Wachstumsdarstellung und der allometrischen Funktion 
und bedingt die engen Beziehungen der neuen Funktion zu diesen beiden bekannten 
Darstellungsweisen yon Wachstumsvorg~ingen. Die Abszisse tr~igt die Zeiteinteilung. 
Zum besseren Vers6indnis ist auf ihr auch die dezimale Hilfsskala yon 0,5 his 0 wieder- 
gegeben, die bei den iibrigen Abbildungen fortgelassen wurde. Auf ihr grei~ man die 

1 Zeitwerte Z-+~ ab. Im vorliegenden Fall war der Aherswert Z um den ~-Wert 2 zu 

erhShen. Der auf der Abszisse einzutragende Zeitwert ftir das Alter 11I findet sich 

1 
also bei ~ oder als Dezimalbruch bei 0,2; entsprechend fiir das Alter VIII bei 

0,1 etc. Der zeitunabh~ingige, fiir alle Altersstufen konstante Wert ftir Dmax l~iuft sinn- 
1 

gem~it~ als gestrichehe Linie parallel zur Abszisse. Der Nenner Nz + ~ gibt sich in der 
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graphischen Darstellung als der Abstand der Metgpunkte v o n d e r  Dmax-Linie. Die 
graphische Darstellung l~it~t auch direkt den oben geschilderten Zusammenhang: 
log Dma~ -~ log y + 1/(Z + ~) • log N erkennen, log N gibt die Steigung der Wachs- 
tumsgeraden an, auf der die Mefgpunkte liegen. 

D e u t u n g  y o n  Dma~x 

Am einfachsten ist die Deutung des Dm~x-Wertes. Er repr~isentiert die Dimension, 
auf die hin das Wachstum bei unendlicher Dauer tendiert. Das Wachstum vermindert 
sich mit zunehmendem Alter, um sich dem Wert 0 zu n~ihern. Deutlicher als die lineare 
Darstellung zeigt diese Tatsache die togarithmische Wachstumskurve: sie steigt in der 
Jugend steil an und flacht sich mit zunehmendem Alter immer mehr ab. Die Maximal- 
dimension ist daher ein integrierendc~r BestandteiI aller ernster zu nehmenden Wachs- 
tumsdarstellungen wie der BEr.TALANFFY-Funktion, der logistis&en Funktion und der 
GoMvERvz-Funktion. Der zahlenm~iffige Wert der Maximaldimension ist aus der rela- 
tiven Wachstumskurve nicht direkt abzulesen und h~ingt daher ab yon der ihr zu- 
grunde gelegten Funktion. Von BEr.TALANFrY hat hierfiir maximale beoba&tete oder 
etwas dartiber liegende Werte eingesetzt und in vMen F~illen auch gute Ergebnisse er- 
zielt. Versagt hat dieses Verfahren zum Beispiel bei der Berechnung des menschlichen 
Wachstums, bei dem yon BERTALA~rFY (1938) ebenfalls wirklich beobachtete L~ingen 
in seine Funktion einsetzte und nur das Wachstum zwischen dem 13. und 23. Jahr mit 
seiner Formel darstellen konnte. Er erfaBte also nicht die davorliegende Periode des 
gr6f~ten postembryonalen Wachstums. Ich konnte abet zeigen (KROGE~ 1964), dag man 
bei Einsetzen eines wesentlich h~Sheren Maximalwertes mit seiner Funktion fast tiber 
die ganze Wachstumsperiode einen ausgezeichneten Anschluf~ an gegebene Daten f[ir 
das menschliche Wachstum erzMen kann. 

Die Einsetzung real beobachteter Maximalwerte in eine mathematische Funktion 
wird deren Wesen nicht gerecht. Eine mathematische Formel ist der Ausdruck ftir den 
Verlauf einer Kurve und reicht im Fall einer Wachstumskurve vom Zeitpunkt 0 bis 
zum Zeitpunkt o~. Die wirklich beobachtete Kurve ist nur ein minimaler Ausschnitt 
aus der mathematisch unendlich langen Kurve. Es ist in keinem Fall zu tibersehen, ob 
die real beobachtete Maximall~inge wirklich das Ende des Wachstums bedeutet oder ob 
nicht vielleicht ein noch unterhalb der Mel3genauigkeit fortlaufendes Wachstum be- 
steht oder, wie bei vielen Tieren, beim Erreichen einer gewissen Endgr6t3e abgebremst 
wird. Der D ..... -Weft hat mathematisch nur den Sinn, die H6he und allenfalls die 
Steigung der Kurve in einem Koordinatensystem festzulegen. Diese H/She kann - wie 
etwa bei der allometrischen Funktion y = b • x~ - am Anfang der Kurve durch den 
Wert b bestimmt werden oder am Ende der Kurve durch einen Maximalwert. Letz- 
terer bietet sich bei den Wachstumskurven dadurch als gegebene Gr/Sge an, daf~ log O 
nicht existent ist, dagegen die parallel zur Abszisse verlaufende Tangente an der 
asymptotisch auslaufenden Wachstumskurve die Angabe eines exakt definierten Maxi- 
malwertes gestattet. Bei der graphischen Darsteltung gem~if~ der neuen Funktion liegt 
der Wert far die Zeit oo im endlichen Bereich und kann auf diese Weise leicht erfagt 
werden. Der Abstand der real beobachteten Werte yon dem Maximalwert h~ingt yon 
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dem Kurvenverlauf und seiner Formulierung ab. Durchweg scheinen die nach meiner 
Funktion sich ergebenden Dm,~x-Werte h~Sher zu liegen als bei der B~RTALANFFY-Funk- 
tion. Die Gr~Si~e der Differenz h~ingt im speziellen Falle yon den Werten ftir ~ und 
log Nab.  

Dmax ist also eine rein mathematische GriStle, und es ist wenig sinnvoll, hierftir 
irgendeinen mehr oder minder willktirlichen Punkt auf der Kurve einzusetzen. Die 
ftir biologische Messungen hohe Konstanz des Dm~-Wertes der neuen Funktion, der 

log N si& aus dem Logarithmus jeden Me8wertes dur& Addition v o n ~  ermitteln 

l~it~t, erlaubt auch erstmalig eine exakte Aussage tiber die mathematische Gestalt der 
Wachstumskurven. Bislang vermutete man im allgemeinen, dai~ es sich bei ihnen um 
Parabeln handelt. Aus der Beziehung: 

(log Dn~x - -  log y) • (Z + ~) = log N 

die sich leicht durch Umformung der logarithmischen Form der Gleichung (9a) ergibt 
und deren Gtiltigkeit wir bei der Auswertung der Wachstumsdaten yon Roccus ken- 
nenlernten, muf~ man folgern, datl die relative Wachstumskurve in sehr guter N~iherung 
einen Ausschnitt aus einer gleichseitigen Hyperbel darstellt. 

Anderungen des Wertes yon Dma.~ bewirken eine Parallelverschiebung der loga- 
rithmischen Wachstumskurve, Steigung und Krtimmung der Kurve bleiben unver- 
~indert. Bei linearer Darstellung ~indert sich auch die Kurvengestalt. Ebenso bewirkt 
bei der BERTALANFFY-Funktion eine ~nderung des Maximalwertes eine An&rung des 
Steigungswinkels der Geraden, auf der die Mettpunkte angeordnet sind. 

Dmax iibernimmt schlieglich noch die Aufgabe der Anpassung der Formel an die 
gew~ihlte Mageinheit. Das Exponentialglied im Nenner gibt nut an, welcher Bruchteil 
yon D~** im Zeitpunkt Z erreicht wird und bleibt dadurch von der gew~ihlten Dimen- 
sionseinheit unberiihrt. AbMngig ist Dm,~x dagegen von den Werten ftir log N und 
und ~indert seinen Wert im gleichen Sinne wie diese Parameter. Dieser Zusammenhang 
ist verst~indlich, da sich damit eine _Knderung der Kurvengestalt ergibt, die auch den 
Schnittpunkt mit dem Lot im Nullpunkt der Abszisse verschiebt. Allerdings sind die 
Anderungen des Wertes von D ..... nicht erhebli&, solange sich die mathematische Kurve 
yon den Mel~daten nicht zu weit entfernt. 

D e u t u n g  v o n  

Die spezielle Gestalt der logarithmischen Wachstumskurve wird durch die beiden 
Parameter log N und ~ bestimmt, die in ihrer Funktion eng miteinander verkntipft 
sind. W~ihrend aber log N eine far die ganze erfaf~te Wachstumsspanne Konstante ist, 
stellt ~: einen Tell des variablen Zeitwertes dar. Der reziproke Zeitwert im Exponenten 
des Nenners der Formel erscheint in der logarithmis&en Form als Divisor von log N. 
Der Alterswert, ftir den ich das Symbol Z benutzte, kann allerdings nicht als solcher 
eingesetzt werden, sondern muB um den ftir den spezMlen Fall zu ermittelnden Wert 
erh~ht werden, um die gegebene Wachstumskurve wiederzugeben. ~ ist die Zeit, die 
unter der Voraussetzung, daf~ auch iiber die jtingsten ausgewerteten Altersstufen hinaus 
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das Wachstum den eingesetzten Parametern folgt, vergangen sein miiflte, bis der Orga- 
nismus si& yon der Dimension 0 zur Gr6ge bei der Geburt entwi&elt hat. Zum Zeit- 
punkt der Geburt hat der Organismus ja s&on eine gewisse Dimension erreicht, zu der 
er in der Zeit vor der Geburt herangewa&sen ist. Das wirkliche Alter eines Organismus 
ergibt si& also als die Summe aus pr~inatalem und posmatalem Alter. Rechnerisch er- 
gab sich nun bei Roccus aus dem adulten Wachstum ein ~-Wert yon etwa 2 Jahren. 
I& hatte s&on zu Anfang (1962) darauf hingewiesen, dag es sich hierbei um ein rein 
rechneris&es ,,prSnatales" Alter handelt. Es gestattet keinen Rii&schlug auf das 
morphologische prSnatale Alter. Man mug sich hieriiber klar werden, um Fehls&liisse 
zu vermeiden. Bei Roccus saxatilis konnte nun au& der zeitliche Beginn des adulten 
Wachstums, fiir das der ~-Wert 2 Giiltigkeit hat, auf etwa 8 Wochen nach dem Ent- 
wi&lungsbeginn festgelegt werden. Dieser Weft gestattet also eine sehr erhebli&e 
Extrapolation aber die jiingste Altersktasse I hinaus, die bei Angaben iiber das Wachs- 
tum yon Fischen no rmalerweise zur Verfiigung steht. 

Far das larvale Wa&stum, das etwa his zum Alter yon 4 Wo&en rei&t, erre&- 
nete sich ein ~-Wert yon einem Monat. Der l~bergang yon einem zum anderen ~-Wert 
scheint ziemlich unvermittelt zwischen der 4. und 8. Wo&e zu erfolgen. Der larvale 
~-Wert liegt schon eher in der Dimension des erwarteten morphologischen pr~inatalen 
Alters. Seine Identifizierung mit dem Befru&tungsalter ist aber ni&t m6glich, da die 
Zeit zwis&en Besamung und S&liipfen na& MANSUETI (1958) nur etwa 48 Stunden 
betr~igt. 

Da wir sahen, daft der ~-Wert ni&t fiir das gesamte Wa&stum, sondern nur fiir 
das imaginale Wa&stum gtiltig ist, miissen wir damit rechnen, daft fiir das embryonale 
Wachstum ein noch geringerer ~-Wert einzusetzen ist als far das Larvenwachstum. 
Diese Vermutung kann ebenfalls dutch die sehr sorgf~iltige Beschreibung yon MAN- 
SUETI geklSrt werden. Der Autor bringt n~imlich auch Zahlenangaben fiir die L~inge 
der Embryonen innerhalb des Eies. Sie betr~igt 12 Stunden vor dem Schliipfen 1,6 bis 
2 ram. Mit den Parametern des larvalen Wachstums wiirde si& fiir diesen Zeitpunkt 
eine L~inge yon 2,3 mm errechnen und far den Augenbli& der Befru&tung eine L~inge 
yon 2,0 mm. Das Embryonalwa&stum verl~iuff also no& steiler als das Larvenwachs- 
turn und stellt demnach einen dritten Wachstumszyklus dar. Die Existenz sol&er 
s&arf gegeneinander abgegrenzter Wachstumsphasen kennen wir aus den Unter- 
suchungen yon TEISSIER (1934) und seinen Mitarbeitern iiber das allometrische Wachs- 
turn, bei dem wit auf das glei&e Phlinomen stogen. Im iibrigen beeintr~i&tigt es die 
Bedeutung der vorgeschlagenen Funktion nicht, wenn yon 14 Wachstumsjahren nut 
8 Wo&en nicht yon den gleichen Parametern erfagt werden. Vermutlich wird aber ein- 
mal gerade die exakte mathematische Auswertung des embryonalen und larvalen 
Wachstums interessante Aufs&lasse vermitteln. 

Es ergibt sich also, dag der in die Funktion eingesetzte ~-Wert zun~ichst eine rein 
mathematische GrSge darstellt, die vorl~iufig eine biologis&e Interpretation nicht zu- 
t~igt. Dag wit damit abet ni&t nut eine mehr oder minder willkiirli&e Zahl in 
unseren Berechnungen verwenden, l~igt sich daraus erkennen, dag der glei&e ~-Wert 
nicht nut far das L~ingen- und Gewichtswachstum yon R. americanus giiltig ist, son- 
dern sich rein rechnerisch au& far das Wa&stum yon R. saxatiIis ergab. Die geringen 
Unterschiede in den Stetlen nach dem Komma liegen durchaus no& in dem Unsi&er- 
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heitsbereich, mit dem wir bei der Bestimmung yon ~ - wie bei allen biologischen 
Messungen - rechnen m/jssen. 

1 1 
Der Exponent ~ stellt mathematisch die Reihe ~3,3, ~-, ~ etc. bis ~-- 

dar, eventueI1 auch mit den dazwis&en liegenden Werten. Zwischen den Werten 0 
und 1 fiillt die Reihe aui~erordentlich steil yon oo auf 1 ab und fla&t sich fortlaufend 
ab, um im ~ parallel zur Abszisse zu verlaufen. Durch den ~-Wert legen wir nun lest, 
in welchem Abstand yon 0 die logarithmische Wachsmmskurve die gleiche Kr/jmmung 
aufweist. Der £-Wert ist mathematisch betrachtet also ein Ausdruck f/jr die Kurven- 
kr/jmmung und kann daher auch als Kr/jmmungsparameter bezei&net werden. Je 
niedriger ~ ist, um so st~irker gekr/jmmt ist die Wachstumskurve, je h6her ~ wird, in 
um so schw~i&er gekr/jmmte Kurventeile kommen wir. S&on WEYMOUTH (/931) er- 
kannte, dat3 wir Arten mit einem starken Anfangswachstum yon solchen unterscheiden 
k6nnen, deren Wa&stum w~ihrend des ganzen Lebens gleichm~it~iger verl~iu~. Diesen 
Unters&ied k6nnen wit jetzt dur& den ~-Wert zahlenmiif~ig &arakterisieren. Diese 
M6gli&keit ist dadur& yon Bedeutung, dat3 der Wa&stumsverlauf ebensogut ein Art- 
oder rassenspezifis&es Merkmal darstellt wie andere morphologische oder funktionelle 
Besonderheiten. 

Dadurch, daf~ bei der logarithmis&en Wa&stumskurve au& log N Einflug auf 
die Kurvengestalt hat, wird die mathematis&e Ahnlichkeit yon Kurven mit glei&em 
~-Wert ni&t ohne weiteres si&tbar, sondern ergibt si& erst dur& die mathematis&e 
Analyse. Immerhin ist schon yon verschiedenen Autoren erkannt worden, dag sich 
beim Vergleich yon Wachstumskurven verschiedenster Objekte eine prinzipielle )~hn- 
Ii&keit erkennen l~it~t. Diese Ahnli&keit wird auf Grund der neuen Wa&stumsformu- 
lierung verst~indli&, da ~:-Werte in der Gr~51genordnung, wie wit tie bei Roccus fanden, 
im Tierreich ans&einend re&t verbreitet vorkommen. 

D e u t u n g  v o n  l o g N  

Wie erw~.hnt, wird die spezifische Gestalt der retativen Wachstumskurve durch 

den Quotiemen IogN z ~  bestimmt. Log N bleibt also f/jr die ganze yon der Funktion 

erfaf~te Wachstumsperiode konstant. In der graphischen Darstellung gem~if~ der neuen 
Funktion ist log N der Ausdruck f/jr die Steigung der Wachstumsgeraden. Die Diffe- 
rentation ergibt f/jr die lineare Wachstumsgeschwindigkeit: 

d y Ymax In N in N 
1 - -  - - Y z  " - -  (I6a) 

d z  Nz+~ (Z+~)2 (Z+se) "~ 

F/Jr das relative Wachstum alto: 

1 d y  InN 
Yz d Z -- (Z + ~)'2 (16b) 

Den gleichen Differentialquotienten ergibt die logarithmische Form der Wachstums- 
funktion. Auger durch den Zeitwert wird die relative Wachsmmsgeschwindigkdt also 
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nur dutch log N bestimmt. Der Vergleich des Wachstums von R. arnericanus und 
R. saxatilis hatte den zahlenm~igigen Unters&ied im Wert yon log N gezeigt. Man 
kann daher N beziehungsweise log N als Geschwindigkeitskonstante bezeichnen. Der 
variable Zeitwert beeinflugt die Wachstumsgeschwindigkeit im entgegengesetzten Sinn. 
Der mit zunehmendem Alter steigende ~-Wert kennzeichnet die hierbei zu beobach- 
tende Abnahme der Wachstumsrate. Der konstante Zeitwert ~ bestimmt neben log N 
die Wachstumsgeschwindigkeit. Niedere Werte yon ~ kennzeichnen eine hohe Wachs- 
tumsgeschwindigkeit und umgekehrt. 

Die vorgeschlagene Wachstumsfunktion enth~ilt einen Wendepunkt. Seine Lage 
bestimmen wir durch die zweite Ableitung des Differentialquotienten ftir die linearen 
Werte (16a). Der z-Wert £1ir den Wendepunkt gibt sich zu 

in N 
Z Wendepunkt -- 2 ~ (17a) 

Da es fiir den Biologen einfacher ist, mit dekadischen Logarithmen zu arbeiten, formen 
wir den BRmcschen Logarithmus dur& Multiplikation mit dem halben Modulus in den 
nat[irlichen Logarithmus um und erhalten so ftir die Lage des Wendepunktes die 
Formel" 

Z Wendepunkt = 1,15 - log N - -  ~ (17b) 

Hier haben wit eine mathematische Beziehung vor uns, die wir an unserem Zahlen- 
material priifen k6nnen. Das L~ingenwachstum yon R. saxatilis weist im Verlauf des 
zweiten Lebensjahres ein Maximum auf (Tab. 6). Aus den errechneten Werten yon 
log N und ~ ergibt sich das Alter fiir den Wendepunkt zu 1,67 Jahren, also in bester 
l]bereinstimmung mit dem wirklichen Befund. Das gleiche gilt auch f~r das Gewichts- 
wachstum der M~innchen yon R. americanus (Tab. 4). Trotz der recht ungleichm~igigen 
Zuwachsraten stimmt das errechnete Maximum bei 3,49 Jahren mit dem beobachteten 
Maximum im vierten Lebensjahr iiberein. Der Wendepunkt fiir das L~ingenwachstum 
der Miinnchen von R. americanus wtirde im Alter von 0,09 Jahren liegen, also kurz 
had1 der Geburt im ersten Lebensjahr. Rein zahlenm~/gig liegt zwar der maximale 
Zuwachs im ersten Lebensjahr, doch erscheint er dadurch gr~Sger, als mathematisch zu 
erwarten w~ire, da die larvale Wachstumsperiode ein schnelleres Wachstum w~ihrend 
dieser Zeit bedingt. Das gleiche t r i~  natiirlich auch fiir R. saxatilis zu. Beachtenswert - 
mathematisch aber verst~indlich - ist, dag die Zeitpunkte der maximalen Wachstums- 
raten fiir L~inge und Gewi&t ni&t zusammenfallen. 

Wie wir sahen, weist die Wachstumskurve yon R. saxatilis zum mindesten noch 
einen zweiten Wendepunkt einige Wochen nach der Geburt auf (Abb. 9). DieserWende- 
punkt ist aber nicht in der mathematischen Funktion begr~indet, sondern dur& den 
Ubergang der h6heren larvalen in die geringere imaginale Wachstumsgeschwindigkeit. 
Das larvale Geschwindigkeitswachstum liegt nach Gleichung (17b) bei den eingesetzten 
Parametern bei 49 Tagen, also 7 Wochen. Wahrscheinlich setzt aber schon vorher das 
imaginale Wachstum ein. Die LarvenKinge am Wendepunkt berechnet sich zu 88 ram, 
die Fischchen sind abet mit 8 Wochen erst 68 mm lang. Da die Parameter ftir das 
Larvenwachstum nicht als ganz gesichert betrachtet werden diirfen, ergeben sich an der 
l~bergangsstelle zwischen den beiden Wachstumsphasen no& gewisse Unklarheiten. 
Vermutli& besteht noch ein dritter Wendepunkt in der Kurve beim t]bergang vom 
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embryonalen zum larvalen Wachstum. Wie wit sahen, treten diese Wendepunkte an 
den Grenzen der Wachstumsphasen - im Gegensatz zu dem in der Funktion enthalte- 
hen Wendepunkt - bei der logarithmischen Darstellung des Wachstums ats Unstetigkeit 
im Kurvenverlauf hervor. Die Dimension im Augenbli& des maximalen Wachstums 
steht in fester mathematischer Beziehung zur Maximaldimension, wie sich leicht ab- 

leiten l~itgt, und zwar ist sie: D~a.-: . Aus dem bei den Berechnungen yon vornherein 
7,39 

ben/Stigten Logarithmus der Maximaldimension erh~ilt man den Logarithmus der 
Dimension zum Wendepunkt dutch Subtraktion yon 0,8686. Bei dem engen Anschluf~ 
der errechneten an die gemessenen Wachstumswerte kann es nicht iiberraschen, dab die 
neue Funktion auch die richtige Lage des Wachstumsmaximums wiedergibt. 

Aufler der Funktion als Geschwindigkeitskonstante iibernimmt log N auch die 
Aufgabe der Anpassung der Funktion an die gew~ihlte Zeiteinheit. Benutzt man bei ihr 
zum Beispiel anstelle yon Jahren Monate, so sind die Zeitwerte mit 12 zu multipli- 

1 
zieren, und der Exponent heif~t dann 12 • (Z + ~)" In der logarithmischen Form wird 

1 ~5 oder log N 1 das Exponentialglied zu log N • 12 • (Z + 12 Z +-----~" W~ihlt man eine 

kiirzere Zeiteinheit, so ist log N durch den entsprechenden Faktor zu dividieren, bei 
einer gr/Sfleren Zeiteinheit entsprechend zu multiplizieren. Der Wert yon ~ bleibt also 
auch bei Wahl einer anderen Zeiteinheit erhalten. Die Anpassung iibernimmt der ent- 
sprechend ge~inderte Wert yon log N. Ich hatte auf diesen Zusammenhang schon bei 
der Besprechung der Larvenentwicklung hingewiesen. 

D i e  F u n k t i o n  a l s  G a n z e s  

Da der neuen Funktion keine vorgegebene Hypothese fiber die Natur des Wachs- 
tumsvorganges zugrunde liegt, miissen wir versuchen, aus der Form des aufgedeckten 
mathematischen Zusammenhanges uns ein Bild vonder  Zusammenarbeit der drei Para- 
meter zu verschaffen und - soweit m6gtich - biologisch zu deuten. 

Dm~ stellt, wie wir sahen, die Endgr6ige dar, der die Wachstumskurven zustreben, 
auch wenn sie sie in Wirklichkeit in keinem Falle erreichen, da ja die mathematische 
Bedingung eines unendlich fortlaufenden Wachstums nlemals erfiillt wird. Den zu 
einem bestimmten Zeitpunkt erreichten Bruchteil yon Dmax bestimmt das Exponential- 
glied im Nenner der Funktion. Das Exponentialglied kann je nach der Gr~Slge von X 
- das far das pr~inatale Alter in negative Werte umschliigt - alle Werte zwischen 0 
und 1 annehmen, wenn man fiir Z unendlich beziehungsweise - -  ~ einsetzt. Der Nenner 
bestimmt also die Geschwindigkeit, mit welcher der Organismus sich in Richtung auf 
D ..... entwickelt. Man kann dieses Verh~iltnis zwischen dem Z~ihler und dem Nenner 

1 
so auffassen, dal3 das Wachstum in Richtung auf Dma~ durch N z + e gehemmt wird, 

wobei die Hemmung mit zunehmendem Alter abnimmt. Es handelt sich also um ein 
Gteichgewicht zwischen einem f6rdernden und einem hemmenden Faktor. Prinzipiell 
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liegt diese Darstellungsweise allen Funktionen zugrunde, in denen eln Maximalwert 
als Bezugsgr~Sf~e auftritt. Nach der Formulierung yon BEI~TALANrFY w~ire abet die 
Hemmung im Jugendstadium am geringsten und wiirde mit zunehmendem Alter an- 
wa&sen. 

Dag wires  bei dem Wachstmn mit einem Glei&gewi&t zwis&en aufbauenden 
und abbauenden Faktoren zu tun haben, kann man daraus schlieigen, dag das Produkt 

aus dem realisierten Wa&stum (d)~) und dem no& ausstehenden Wa&stum N}..2T-~ 

konstant ist. Das Glei&gewicht vers&iebt si& kontinuierli& in AbhS.ngigkeit vom 
Alter. Eine solche zeitli&e Anderung setzt das Vorhandensein einer ,,physiologis&en 
Uhr" (BONIN~ 1963) voraus, ma&t aber verstS.ndli&, dag man fiir ~ ans&einend 
h~iufig Werte fin&t, die zu kosmis&en Perioden in Beziehung zu stehen s&einen. Im 
vorliegenden Zahlenmaterial erre&nete si& der ~-Wert fiir das Larvenwa&stmn yon 
R. saxatiIis ziemli& genau zu i Monat. 

In der neuen Funktion vermindert sich also der das Wachstum hemmende Faktor 
als Funktion der Zeit. Hierin liegt ein grunds~itzli&er Unters&ied gegeniiber der 
BERTaLaNFFY-Funktion, bei der die GrStge des Hemmfaktors dur& den Abstand vom 
Maximalwert also einer Dimension bestimmt wird. Dadur&, datg in meiner Formel 
die Wa&stumsges&windigkeit dur& den Zeitwert bestimmt wird, kommt sie einer 
Forderung entgegen, die TEISSlEe (1937) stellte, datg n~imlich in einer biologis& sinn- 
votlen Wa&stumsfunktion die Wachstumsges&windigkeit als Funktion der Zeit dar- 
zustellen ist. Na& TEISSlER ist diese Forderung zum Beispiel erfiillt in der Funktion 
yon SCHMAL~AUSEN (1926) (Glei&ung [3]), deren Differentialquotient lautet: 

1 ._dy = K 
y dr T 

TEISSlER s&lug aus theoretis&en Gri.inden eine Modifikation vor: 

1 dy 3 

y dr Zq-fi 
Dieser Differentialquotient erinnert stark an meine Funktion. Der wesentli&e Unter- 
schied besteht darin, daf~ bei mir der Zeitwert im Qua&at auftritt und im Nenner 
kein konstanter Wert, n~imli& 3, sondern log N als Ges&windigkeitsparameter steht. 

B e z i e h u n g  d e r  n e u e n  F u n k t i o n  zu  a n d e r e n  
W a c h s t u m s f o r m u l i e r u n g e n  

Die vorausgegangenen Ausfiihrungen bewiesen die ausgezei&nete Eignung der 
neuen Funktion zur Darstellung des Wachstums zweier Arten der Gattung Roccus. 
Eine ausschliet~li& zahlenm~it~ige Wiedergabe yon Wa&stumswerten bleibt ein Spiel 
mit Zahlen, wenn sie nicht zu vorliegenden gesicherten Ergebnissen in Beziehung 
gesetzt werden kann. Eine solche bildet in erster Linie die allometrische Funktion, und 
ich m6chte an dieser Stelle REEVE & HUXLEY (t945) zitieren: "bearing in mind the 
many cases where the simple allometric formula is closely obeyed, incompatibility 
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between this formula and any particular time-law must be interpreted as evidence 
against the general applicability of the latter" (p. I29). 

Keine der bislang vorgeschlagenen Wachstumsformeln ist diesem Anschlug an die 
allometrische Formel gerecht geworden. Auch diese For&rung erfiilh der neue Vor- 
schlag und beweist damit seine Uberlegenheit iiber die bisherigen Formulierungen. 

A b l e i t u n g  d e r  a l l o m e t r i s c h e n  F u n k t i o n  

In der allometrischen Beziehung ist der Zeitfaktor ausgeschahet. Sie vergleicht 
nur quantitativ die relativ zueinander auftretenden GrSgeniinderungen beim wach- 
senden Organismus, seien es nun morphologische oder physiologische Merkmale (Glei- 
chung [1]; p. 81). 

Die Ausschaltung des Zeitwertes ist bei der neuen Funktion leicht mSglich. Bei 
R. americanus hatten wir gesehen, dag der ~-Wert fiir Gewicht und L~inge identisch 
war. Somit stimmt auch fiir beide Dimensionen der in die Funktion einzusetzende 
Aherswert (Z + $) iiberein. 

Wenn wit das Gewicht in einem bestimmten Alter mit w und die zugehSrige 
L~inge mit 1 bezeichnen und die entsprechenden Maximaldimensionen zur Verein- 
fachung der Formelschreibung mit W und L u n d  die beiden N-Werte dutch entspre- 
chende Indices unterscheiden, so erhalten wir fiir die beiden Dimensionen die Forme! 

log w = logW 1 log Nw und log 1 = log L 1 log N~ 

Wir 18sen beide Gleichungen nach 1 auf und kSnnen sie dann gleichsetzen: 

l o g W - - l o g w  _ l o g L - - l o g l  1 
log Nw log N1 Z + 

Auf diese Weise ist in den beiden linken Ans~itzen der Zeitwert ausgeschaltet. Multi- 
plikation mit log Nw ergibt: 

logNw • (log L - -  log l) log W - -  log ~v . . . .  log NI 
log Nw 

Wir setzen: log Nl a (18a) 

und muhiplizieren aus: 

l o g w = I o g W - - a  • l o g L + a  • logl 
Die konstanten Glieder werden zusammengefagt: 

log W - -  a • IogL = logb (18b) 

und wit erhalten die allometris&e Funktion in logarithmis&er Form: 

l o g w = b + a  • logl (18c) 

Da bei identischem ~-Wert log N die Wachstumsgeschwindigkeit darstellt, gibt der 
Exponent a vollkommen sinngem~ig das Verh~iltnis der logarithmischen Wachstums- 
geschwindigkeit wieder. Die LSsung stimmt mit der yon v. BZRTALANrrY (1964) in 
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allgemeiner Form gegebenen iiberein. Fiir den Faktor b ergibt sich aus (18b) die allo- 
metrische Funktion fiir die Maximaldimensionen: 

l o g W = l o g b + a  • logL 
Die Ableitung der allometrischen Funktion liefert auch die sinngemS.ige Deutung der 
in ihr enthaltenen Parameter. 

Das ausgewertete Zahlenmaterial fiir das Wachstum der MSinnchen gestattet die 
zahlenm~iffige Nachpriifung der Ergebnisse. Die log N-Werte ergaben 4,79 fiir das 

log N,v 
Gewicht und 1,88 fiir die L~inge. Der Quotient ~ liefert fiir a :2,54. Theoretisch 

sollte sich der Wert 3 ergeben. Wie oben erw~ihnt, geben die den Wachstumsauswertun- 
gen zugrunde gelegten Zahlen nicht ganz einwandfrei die mathematischen Beziehungen 
wieder. Die Berechnung der Regressionsgeraden aus den Werten ergab £iir a 2,50. Die 
geringftigige Differenz zwischen den beiden Werten erkl~irt sich offensichtlich daraus, 
daf~ fiir das Liingen- und Gewichtswachstum die berechneten ~-Werte eingesetzt wur- 
den, die nicht vollkommen identisch ausgefallen waren. Der b-Wert fiir Fische von 
I cm L~inge berechnet sich aus den Wachstumsparametern zu 0,104. Die Berechnung der 
Regressionsgeraden der allometrischen Funktion ergab 0,118. Trotz der gewissen Un- 
stimmigkeit der Wachstumswerte ist die Ubereinstimmung der Zahlen sehr gut, sie 
w~ire aus mathematis&en Griinden noch besser bei Einsetzung des gleichen ~-Wertes 
ftir das L~ingen- und Gewichtswachstum. 

Die aufgezeigte Beziehung yon log N zum Exponenten der allometrischen Funk.- 
tion gestattet eine wichtige Umformung der Wachstumsformel. Der Faktor 3, mit dem 
man den Logarithmus des N-Wertes fiir die L~inge multiplizieren mutg, um log N £tir 
das Gewicht zu erhalten, ist der Exponent a (Wachstumskonstante). Anstelle yon: 

log w = log W ...... 1 log N,,. 

kann man daher schreiben: 

log w = log Wmax 1 Z + ~: • tog N i  " a 

in Gleichung (18a) ergibt sich dann sofort 3 fiir a. Allgemein kann man also als Basis 
einheitlich den Weft yon log N fiir das L~ingenwachstum einsetzen, den man ftir andere 
Wachstumsvorg~inge mit dem Exponenten multipliziert, der die Beziehung zum L~in- 
genwachstum kennzeichnet. Gleichung (18a) gewinnt dann die allgemeine Form: 

p • log N 
a = q . logN- (18d) 

Die mathematisch definierten Beziehungen der neuen Wachstumsformel zur allo- 
metrischen Funktion lassen voraussagen, daf~ yon ihr alle Wachstumsvorgiinge erfai~t 
werden, die der allometrischen Funktion folgen. Auf~erdem bilden diese Beziehungen 
ein wichtiges Hitfsmittel zu ihrer Auswertung. 
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D i e  F o R D - W A L F O e ,  D - D a r s t e l l u n g  

Eine interessante Wachstumsdarstellung schlug FoRD (1932) vor. Sie findet in der 
Fischereibiologie unter der Bezeichnung WaLmlu>plot Anwendung nach WALFORD 
(1946), der die gleiche Beziehung unabh~ingig yon FOI~D erkannte. Tr~igt man n~imlich 
linear auf der Abszisse jeweils die L~inge im Zeitpunkt r u n d  auf der Ordinate die der 
n~ichsten Altersklasse (,  + 1) auf, so liegen die auf diese Weise erhaltenen Punkte in 
sehr guter N~iherung auf einer Geraden (Abb. 12). Die M6glichkeit zu dieser Darstel- 
lung ist nicht auf das Fischwachstum beschr~inkt, sondern l~it~t sich ebenso gut auf 
Wa&stumsdaten aus anderen Tiergruppen - eins&lieglich des Menschen - anwenden. 

Die Art der graphis&en Darstellung besagt, dat~ das Verh~ilmis zweier aufein- 
ander folgender Zuwa&sraten einen konstanten Wert hat. St~irkere Abwei&ungen er- 
geben sich vor allem bei den jiingeren Altersstufen. Die mathematis&e Formulierung 
der graphis&en Darstellung lautet: 

y , + l  - -y~  ~ konst. (19a) y~ - - y ~ + l  

Wir setzen fiir die y-Werte die nach der neuen Funktion si& ergebenden Ans~itze ein: 

Ymax Ymax 
1 1 

N~+I N V 

Yma, x Y,nax 
1 1 

N 7 N~+I 

Das allen 4 Gliedern gemeinsame Ym~x f~illt fort: 

1 1 
1 1 

N r + l  N T 

1 1 
1 1 

N ~ N~+I 

konst. 

~-, konst. (t9b) 

Da mit zunehmender GriSi~e v o n ,  die Exponenten sich in ihrem Wert n~ihern 
und damit die Differenzen zwischen den Gliedern geringer werden, wird die FORD- 
WAI,FORD-Beziehung aus der neuen Formutierung verst~indlich. An den theoretischen 
Zahlen fiir das L~ingenwachstum yon R. saxatilis habe ich gefunden, datg der Wert der 
FO~D-WALFORD-,,Konstanten" nach dem Wendepunkt der Kurve erst in der dritten 
Stelle nach dem Komma um 3 differiert. Diese Abweichung tiberschreitet bei weitem 
die S&wankungen der Wachstumsdaten. Selbst der Quotient der Zuwachsraten vor 
dem Wendepunkt im ersten und zweiten Jahr zeigt keine so starke Differenz, dab er 
sich nicht mit den Quotienten der sp~iteren Zuwachswerte griSf~enordnungsmMgig ver- 
einbaren l~if~t. Jedenfalls liegen die Abweichungen der gemessenen Wa&stumswerte 
vonder  idealen Wachstumkurve in e iner h6heren Gr6i~enordnung. Die yon WALrO~D 
auf Grund der graphischen Darstellung entwi&elte Wachstumsformel hat sich aller- 
dings als ungeeignet erwiesen. Ftir diesen Zweck ist die Konstanz der yon ihm ein- 
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Abb. 12: WALFORD-DarsteIIung des Wachstums yon Roccus saxatilis. Auf der Abszisse ist 
jeweils linear die L~inge lZ abgetragen, auf der Ordinate der Weft 1Z+l 

gesetzten ,,Konstanten" in den verschiedenen Wachstumsbereichen nicht ausreichend. 
Da die ,,Konstante" bei h/Sheren Atterswerten geringere Abweichungen zeigt, ist die 
WALFORD-Beziehung gut zur Darstellung des menschlichen Wachstums geeignet, bei 
dem das mathematische ,pr~inatale Alter" einen hohen Wert hat. Das n~ihere Ein- 
gehen auf die FORD-WALoFRD-Beziehung dfirflce dadurch yon Interesse gewesen sein, 
dat~ die neue Funktion uns ein Verst~indnis ffir diese schon l~inger bekannte quantita- 
tive Beziehung bietet. 

Die  POTTER-BERTALANFFY-Funktion 

Ausgehend yon speziellen Vorstellungen fiber die Gr&%nabh~ingigkeit der Auf- 
und Abbauvorg~inge im Organismus sind yon BrRTALANFrY (1934) und vor ihm 
POTTER (I920) ZU praktisch der gleichen Formulierung durch Integration ihres An- 
satzes gekommen. 

Die Eignung der BE~vALANFrY-Funktion (Gleichung 7) zu einer sehr guten Wie- 
dergabe des tierischen L~ingenwachstums kann nicht bestritten werden. Die Gleichung 
enth~ilt die Parameter: 10 = L~inge der kl'einsten gemessenen Altersstufe, 1,,~x = L~tnge 
der gr/51~ten gemessenen Individuen und k - Geschwindigkeitskonstante. Die Bestim- 
mung der Parameter erfolgt am einfachsten graphisch, indem man zun~ichst den Wert 
ftir lm~.~ solange variiert, bis sich die Wachstumsdaten mit bester N~iherung auf einer 
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Geraden anordnen lassen. Anschliet~end berechnet man den Wert ftir k. Die Einzel- 
heiten finden sich bei v. BERTALANFFY (1934). Es zeigt sich, daf~ man in vielen F~illen 
mit dem 1 ..... -Wert tiber wirklich beoba&tete L~ingen hinausgehen mui~te, um die 
lineare Anordnung der Met~punkte auf einer Geraden zu erreichen. Hierdurch wird 
die yon ihm angestrebte Forderung dur&bro&en, nur wirklich beobachtete Zahlen- 
werte in eine Wachstumsfunktion einzusetzen. Die BrRTataNFrY-Funktion besitzt in 
ihrer ursprtinglichen Form (Gleichung 7) mathematisch den SchSnheitsfehter, dal~ sie 
ftir den Zeitwert T = 0 dem Organismus eine endliche Dimension 10 zuordnet. BEVE*t- 
TON & HOLT (1957) haben daher die BrRTataNvFv-Funktion derart umgewandelt, 
dag der Zeitpunkt vor Beginn der Messung bestimmt wird, an dem der Organismus 
die Dimension 0 besitzen wtirde. Diese Zeitspanne soll als To bezeichnet werden. Durch 
sie kommt 10 zum Fortfall und die Formulierung von BEVERTON & HOLT lautet: 

lr = 1 ...... " (1 - -  e-k( . . . .  )) (20) 

In dieser Gestalt wird die formale _A_hnlichkeit vor allem durch den ro-Wert mit der 
yon mir vorges&lagenen Funktion noch deutlicher. Die Funktion enth~ilt ebenfalls 
den Maximalwert, und die Klammer gibt an, zu wel&em Bru&teil yon lm:~x der Orga- 
nismus im Zeitpunkt r herangewachsen ist. k entspricht log N und ro entspricht ~. 

Die nach der BERTALANF~gY-Funktion berechneten L~ingen laufen weitestgehend 
parallel zu den nach meiner Funktion gefundenen. Zur Demonstration babe ich in 
Tabelle 8 das Ergebnis beider Berechnungen ftir R. saxatilis nebeneinandergestellt. 
Den 1,,ax-Wert, der nicht sehr kritisch ist, ermittelte ich graphisch; k berechnete ich aus 
den Werten 12 und 114, die sich nach meiner Auswertung ergaben. Zwischen den Jahres- 
klassen 2 und 14 zeigen sich nur minimale Differenzen. Der Wert ftir 11 liegt sogar noch 
wesentlich gtinstiger als na& meiner Methode. Unterhalb des Wendepunktes f~illt abet 
die BEltTALANFFY-Funktion dutch das Fehlen des Wendepunktes zu steil ab und liefert 
infolgedessen ftir die frisch metamorphosierten Jungfische wesentlich zu niedrige 
Werte. Ftir das Geburtsgewicht treffen beide Funktionen nicht zu. Nach meiner Funk- 
tion mtif~ten die Fische bei der Geburt zirka 50 mm lang sein, nach der BERTALANFFY- 
Funktion beginnt das Wachstum erst nach der Geburt. Wit batten aber gesehen, dafg 
durch die larvale Wachstumsphase die Parameter des adulten Wachstums in diesem 
Bereich ihre Gtiltigkeit verlieren. 

Der B~RTaLANFFY-Funktion liegt - wie schon oben erwS.hnt - die Vorstellung 
zugrunde, dat~ die im Laufe des Alterns zu beobachtende Verminderung des Wa&s- 
tunas dadurch zustande kommt, daf~ die der 2/8-Potenz der Masse folgenden Aufbau- 
vorg~inge im Organismus kontinuierlich abnehmen, w~ihrend die Abbauvorg~inge w~h- 
rend des ganzen Lebens proportional zur Masse ablaufen. BERTALANFFY nimmt also 
an, datg Aufbau- und Abbauprozesse der allometrischen Formel folgen, die er seinem 
mathematischen Ansatz zugrunde legt, aus dem er durch Integration seine Wachstums- 
formel ableitet. 

Wenn diese Beziehung der BERTALANVvY-Funktion zu dem Wechselspie] auf- und 
abbauender Faktoren im Organismus als eiri besonderer Vorzug angesehen wird, so ist 
demgegentiber zu betonen, dat~, wie wir sahen, die neue Funktion die allometrischen 
Beziehungen enth~ilt - und sogar in sehr tibersichtlicher Weise - was bei der BERTA- 
LaNFFY-Funktion nicht der Fall ist. Somit schliet~t die neue Funktion auch die allome- 
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trischen Beziehungen zwischen den aufbauenden und abbauenden Faktoren ein, welche 
die Grundlage der BrRTAI.ANFrv-Formel bilden. 

Tabelle 8 

Vergleich der Berechnungswerte fl.ir Roccus saxatilis nach der Funktion yon v. B~RTAL,~NFFY 
und meiner Formel 

Aiter Mef~wert *o = + 0,0977 ~ = 2,19 
k = 0,1226 log N = 3,359 

(mm) Lmax = 1275 Lmax = 1682 

Geburt 3 0 48,9 
8 Wochen 68,0 14,4 61,8 

14 Wochen 75,0 31,7 72,0 
Jahre: 1 124,5 136,2 148,5 

2 292,1 265,2 265,2 
3 388,6 379,8 378,6 
4 467,4 481,6 481,8 
5 556,3 571,9 573,4 
6 645,2 652,2 654,0 
7 723,9 723,6 724,8 
8 782,3 786,9 787,2 
9 856,0 843,1 842,5 

10 899,2 893,1 891,7 
11 934,7 937,4 935,7 
12 1005,8 976,9 975,2 
13 983,0 1011,9 1010,8 
14 1043,9 1042,9 1043,1 

Ohne Zweifel ist die Annahme, daft das Wachstum eines Organismus aus auf- 
bauenden Prozessen (Anabolismus), vermindert um einen kontinuierlich ablaufenden 
Abbau yon KiSrpersubstanz (Katabolismus) resultiert, zutreffend. Tr~igt man die Lo- 
garithmen von Katabolismus und Anabolismus graphisch ats Funktion des Logarithmus 
der Masse auf, so erhS.lt man ftir beide Prozesse gerade Linien, die sich bei einem 
Maximalwert schneiden. Jenseits des Maximalwertes wiirde das Wachstum einen nega- 
riven Wert annehmen, also ein Gr/Si~enschwund eintreten. Stellt man das Verh~iltnis 
yon Anabolismus und Katabolismus graphisch entsprechend der neuen Funktion dar, 
so wird auch hierbei der Logarithmus beider Prozesse auf der Ordinate eingetragen. 
Die quantitative Beziehung zwischen ihnen ist also fiir die einzelnen Gr6f~en die gleiche 
wie bei der B~RTALANFFY-Funktion, aber dutch die andersartige Abszisseneinteilung - 
reziproke Zeitwerte anstelle der Logarithmen der Dimension - werden aus den beiden 
Geraden Kurven, ohne daf~ sich hierdurch, wie gesagt, eine An&rung gegeniiber dem 
Ansatz y o n  BERTALANFFY ergibt. 

Versuchen wir nun den Schnittpunkt der Kurven zu bestimmen: Wir bezeichnen 
den Anabolismus mit an und den zugeh6rigen Maximalwert mit A, entsprechend den 
Wert fiir den Katabolismus mit kat und den Maximalwert mit K. Fiir die zeitliche 
Gr~f~e beider Prozesse, ffir die wir einen identischen ~-Wert annehmen, unterscheiden 
sich die beiden Wachstumsgeschwindigkeiten durch die Faktoren p und q fiir log N. 

tog a n = l o g A - -  1 p l o g N  (21a) 
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log kat = log K - -  __1 q log N (21b) 
z 

Fiir einen gegebenen Moment k~Jnnen wir die Gr/it~e yon an und kat als gleich ansetzen, 
da ja kein merklicher Zuwachs erfolgt und erhalten infolgedessen: 

1 1 
l o g A - - - - p l o g N = l o g K - -  - - q l o g N  

l o g A - - l o g K =  1 l o g N ( p - - q )  (22) 

Fiir den Schnittpunkt der beiden Kurven wird log A = log K und die Differenz = 0. 
1 

Das ist aber nut m~Sglich, wenn auf der rechten Seite r unendlich und damit = 0 

wird. Man kann dieses Verh~iltnis auch so ausdriicken, daB, wenn entsprechend den 
Maximalbedingungen T = oo wird, die Maximalwerte fiir Anabolismus und Kata- 
bolismus identis& sind. Die Kurven der Aufbau- und Abbauprozesse n~ihern sich also 
im Verlauf des Wa&stums asymptotisch einem einheitlichen Maximalwert. 

Fiir beliebige Zeitpunkte wiirde sich durch Subtraktion yon Glei&ung (21b) yon 

Anabolismus 
Gleichung (21a) das Verhiiltnis Katabolismus ergeben. Es liiflt sich auf diese Weise far 

jedes Alter also leicht berechnen. 
Mein neuer Formelvorschlag schliegt-wie gezeigt-den Ansatz der B~RTALANFFY- 

Funktion ein und scheint ihn sogar zu best~itigen, wie an anderer Stelle ausgefiihrt 
werden soll. Ein prinzipieller Unterschied zwischen den beiden Formeln beruht darauf, 
dab die B~RTALANFFY-Funktion die Geschwindigkeitskonstante als Produkt der Zeit 
enth~ilt, w~ihrend sie in meiner Funktion als Quotient vorliegt. Dadurch ergibt sich in 
der BERTaLANFw'-Funktion ein monotoner Anstieg der e-Funktion yon 0 bis 1, w~ih- 
rend dutch den Quotienten in meiner Funktion die Abnahme nicht monoton verl~iutt, 
sondern ein Wendepunkt enthalten ist, den wir als wesentliches Merkmal kennen- 
lernten. 

DISKUSSION 

Die formelm~il~ige Wiedergabe des organischen Wachstums in Beziehung zu dem 
Alter stellt an eine mathematische Darstellung sehr hohe Anforderungen, wenn sie 
mehr als eine ad hoc-L6sung mit eng begrenzter Giiltigkeit sein soil: 1. Sie mug den 
Wachstumsverlauf iiber eine m~Sglichst lange Zeitspanne mit konstanten Parametern 
wiedergeben. Hierbei bereitet der in den meisten Wachstumskurven enthaltene Wende- 
punkt besondere Schwierigkeiten. 2. Sie darf in ihrer Anwendung nicht auf spezMle 
Dimensionen beschr~inkt sein. Diese Forderung schliet~t die Ableitbarkeit der atlometri- 
schen Funktion ein. 3. Sie darf nicht auf eine spezMle systematische Kategorie be- 
schr~inkt sein. 4. Ihre mathematische Handhabung soll einfach sein. 

In der Wachstumsliteratur finden sich noch weitere Forderungen hinsichtlich der 
Zahl der einzusetzenden Parameter, ihre Beziehung zu den Mef~werten etc., die aber 
gegeniiber den oben aufgestellten Punkten zuriicktreten miissen, beziehungsweise gegen- 
standslos sind. 
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Schon die Erfiiltung der genannten Forderung schr~inkt die Zahl der geeigneten 
L&ungen aus der groflen Zahl der mathematisch m6gli&en stark ein. Angesi&ts der 
S&wierigkeit der Aufgabe und der groflen Zahl unbefriedigender Versu&e, sie zu 
16sen, herrs&t bei den Fa&leuten erhebli&e Skepsis tiber die M6glichkeit, sie zu mei- 
stern. Andererseits wtirde eine L6sung, wet&e die gestellte Forderung erftillt, mehr 
sein als eine mathematische Simulierung der bei Wachstumsmessungen gewonnenen 
Zahlenfolgen und einen tieferen Einbli& in die Grundlagen des organis&en Wa&s- 
turns vermitteln und dadur& auch heuristischen Wert besitzen. 

Daft die Erfiillung der gestellten Forderungen mathematis& keine Utopie ist, 
zeigt die neue, yon mir abgeleitete Funktion, die ihnen in weitem Umfang gerecht 
wird. Sie iibertri~ dadur& eindeutig alle bisherigen Versuche zur mathematischen 
Darstellung von Wachstumsvorg~ingen. An die Stelle der Vielzahl yon Formeln, die 
noch TAYLOR (1962) als gegeben annahm und mathematis& miteinander zu verein- 
baren suchte, tritt nun eine einzige Funktion. 

Als die nS&stliegende Aufgabe einer Wachstumsfunktion wird man die Wieder- 
gabe der gemessenen Dimensionswerte in ihrer Abh~ingigkeit vom Alter ansehen. Die 
S&wierigkeit, diese Aufgabe zu 1/Ssen, wird um so gr/Sfler, je l~inger die Zeitspanne ist, 
die yon einer mathematischen Formulierung erfaflt werden solt. Unter dieser Bedin- 
gung werden die Abweichungen des mathematis&en Kurvenverlaufes yon den Wa&s- 
tumskurven um so deutli&er. Ohne Zweifel haben wires bei ihnen mit dem Ausdru& 
yon Exponentialfunktionen zu tun. Der Verlauf yon Exponentialfunktionen kann auf 
mathematisch sehr vers&iedener Grundlage auflerordentlich ~ihntich sein, wenn sie - 
wie die Mehrzahl der Wachstumsformeln - drei und mehr Parameter enthalten. Wir 
sahen dieses an einem Beispiel beim Verglei& der nach der BERTALANFFY-Funktion 
und meiner Funktion errechneten Wachstumswerte yon Roccus saxatilis (Tab. 8). 
Unter diesen Umst~inden kann die Entscheidung ledlgli& anhand der Wiedergabe der 
Wa&stumswerte schwierig sein. Der Unterschied im Kurvenverlauf wird um so gerin- 
ger, je kleinere Abschnitte wit betra&ten. Auf kurze KurventeiIe lassen si& in nahezu 
glei&guter N~iherung die verschiedensten Funktionen bei Wahl geeigneter Parameter 
anwenden. Die yon manchen Autoren angewandte Zerlegung yon Wa&stumskurven 
in mehr oder minder willklirlich abgegrenzte Unterabs&nitte wird zwar dur& die 
zumeist vorliegende enge Verteilung der Megwerte nahegelegt, kann abet nicht als 
eine mathematische Wiedergabe bezeichnet werden. 

Die neue Funktion erfiillt die Forderung nach einer guten Darstellung yon Wa&s- 
tumsdaten am BeispM R. saxatilis (Tab. 6) fiber einen Zeitraum yon 14 Jahren. Un- 
befriedigend ist nur die grofle Differenz zwis&en bere&netem und gemessenem Weft 
bei der Altersstufe I. Es bestehen hier abet bere&tigte Zweifel, ob in diesem Fall die 
LSngenangabe ganz zutreffend ist. Auch bei der WALFORD-Darstetlung (Abb. 12) 
springt die Altersgruppe I stark aus der linearen Anordnung der tibrigen Punkte her- 
aus. Auflerdem wird in anderen Wachstumsreihen die Liinge der Altersgruppe I wesent- 
lich h6her angegeben. 

Der Zeitspanne, die eine Funktion umfassen kann, ist zumeist dadur& eine Grenze 
gesezt, daft die Wa&stumskurven im typischen Fall S-f6rmig sind, also einen Wende- 
punkt enthalten. Die ri&tige Wiedergabe dieses Wendepunktes war mit den bisher 
vorges&lagenen Funktionen ni&t m~Sglich. Der Wendepunkt stellt ein Wa&stums- 
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maximum dar. Vor und nach diesem Zeitpunkt verl~iuI~ das Wachstum langsamer. 
Wenn der We ndepunkt einer Wachstumsfunktion nicht an der richtigen Stelle liegt, 
kann sie h~Schstens den vor oder nach dem Wendepunkt liegenden Kurventeil zutref- 
fend wiedergeben. Jenseits des Wendepunktes weicht sie yon ibm ab. BRODY (1945) 
betrachtet daher sogar den Wendepunkt in Wachstumskurven als eine Grenze zwischen 
Wachstumsphasen, ftir die verschiedene Funktionen anzusetzen sind. DieBERTALANFFY- 
Funktion enth~ilt keinen Wendepunkt, erreicht also an ihm die Grenze ihrer Anwend- 
barkeit. Dieser Umstand ist nicht sehr hinderlich, da beim L~ngenwachstum das Maxi- 
mum der Wachstumsgeschwindigkeit bei den jtingsten Stadien liegt und hierdurch der 
bei weitem tiberwiegende Tell der Wachstumskurve erfaf~t werden kann. Bei der Um- 
rechnung auf das Gewicht tritt dessen Wendepunkt an der richtigen Stelle auf. Erwar- 
tungsgem~iB fanden sich abet ftir die wenige Monate alten Stadien yon R. saxatilis 
erhebliche Abwei&ungen zwis&en den gefundenen und e rrechneten Werten. Die logi- 
stische Kurve enth~ilt zwar einen Wendepunkt, aber seine symmetrische Lage in der 
Mitte der Kurve entspricht in keiner Weise dem Ablauf der Wachstumsvorg~nge. Der 
Wendepunkt liegt stets im Anfangsteil der Wachstumskurven. In dieser Beziehung ist 
die GoMPtRTz-Funktion gtinstiger, bei welcher der Wendepunkt etwa bei einem Drittel 
der Maximalgr~Sf~e liegt. Aber auch seine Lage entspri&t nicht den wirklichen Verh~ilt- 
nissen. Der Wendepunkt liegt bei noch jtingeren Wachstumsstufen. Auch die neue 
Funktion weist einen Wendepunkt auf, und zwar tiegt er noch vor dem Wendepunkt 
der GOMvERTZ-Funktion bei etwa 1/r der Maximalgr/Sf~e. 

Die Auswertung des Gewichtswachstums yon R. arnericanus ergab - trotz einiger 
Unregelm~iSigkeiten in den Zuwachsraten -, dat~ der maximale Zuwachs mit dem 
errechneten zusammenf~illt. Das gleiche gilt auch ftir die Lage des Wendepunktes beim 
L~ingenwachstum yon R. saxatilis im zweiten Lebensjahr, wenn er auch durch das 
starke Larvenwa&stum in den ersten Lebenswochen undeutlich wird. Ebenso verh~ilt 
sich das L~ingenwachstum yon R. americanus, dessen Wendepunkt im ersten Lebens- 
jahr liegt. Die sehr gute Wiedergabe des Wendepunktes zeigte bei R. saxatilis die gute 
Obereinstimmung zwischen berechneten und gemessenen L~ingen bei den wenige Mo- 
nate alten Fischen. Hier erwies sich die neue Formel als der BERTALANFFY-Funktion 
tiberlegen. Rein praktisch ist die richtige Darstellung des Wendepunktes nicht nur 
dadurch yon Bedeutung, dal~ die von der Formel erfat~te Wachstumsspanne tiber den 
Wendepunkt hinaus ausgedehnt wird, sondern auch dadurch, daf~ man bei der Para- 
meterberechnung auf das Vorhandensein des Wendepunktes ni&t zu achten brau&t. 
Man kann die Date n vor und nach dem Wendepunkt zusammen verarbeiten. 

Hinsichtlich der Zeitkomponente ist die Lage des Wendepunktes mathematisch 
durch die Werte yon log N und # festgelegt (Glei&ung [17b]). BACKMAN (1938) 
glaubt in einer mathematisch in der Funktion begrtindeten Fixierung des Wendepunk- 
tes einen erheblichen Nachteil zu sehen, den er vor allem bei der logistischen und der 
GoMvERTz-Funktion beanstandet. Sein eigener Vorschlag, der sich allerdings nur auf 
Wachstumsgeschwindigkeiten bezieht, mac]at die Lage des Wendepunktes zwar variabel, 
scheint abet sonst kaum Vorteile zu besitzen. In mdner Funktion kann der Wende- 
punkt durch die Mitbeteiligung des ~-Wertes an verschiedenen Stellen der wirklich 
beobachteten Wachstumskurve liegen, so dab seine Lage nicht so starr ist, wie es rein 
mathematisch erscheinen m6chte. Eine endgtiltige Entscheidung, wie weit der in meiner 
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Funktion enthaltene Wendepunkt in seiner Lage mit dem wirklichen Wachstums- 
maximum zusammenf~illt, kann nur die zahlenm~if~ige Bearbeitung weiterer Beispiele 
erbringen. 

Die Auswertung der Daten fiir die jiingsten Stadien yon Roccus saxatilis, vom 
Zeitpunkt des Schliipfens an, lief~ erkennen, datg die Wachstumskurve noch einen wei- 
teren Wendepunkt aufweist, der sich am Ende des tarvalen Wachstums vor dem I21ber- 
gang zum imaginalen Wachstum findet. Im Gegensatz zu dem mathematisch bedingten 
Wendepunkt, der si& bei der logarithmischen Darstellung ni&t abhebt, erscheint dieser 
Wendepunkt auch in der logarithmischen Darstellung als ein ziemlich unvermittelt auf- 
tretender starker Abfall der Wachstumskurve, die sich vorher und hinterher kontinuier- 
li& abflacht. Durch die logarithmische Darstellung des Wachstums ist es also m6glich, 
Wendepunkte, die durch das Aufeinandertreffen yon Wachstumszyklen mit verschie- 
dener Geschwindigkeit verursacht werden, yon dem mathematisch bedingten Wende- 
punkt zu unterscheiden. Ein dritter, auf die gleiche Ursache zurii&zufiihrender Wende- 
punkt scheint zwischen de r embryonalen und larvalen Wachstumsphase zu liegen. 

Die mathematische Darstellung nach der neuen Funktion gestattet zwar auch noch 
nicht, das ganze Wachstum yon Wert 0 ab mit einheitlichen Parametern wiederzugeben, 
sondern erfordert w~ihrend der Jugendentwi&lung die Annahme yon Wachstums- 
zyklen. Diese werden aber jetzt nicht mehr durch irgendwelche morphologis&en Merk- 
male gegeneinander abgegrenzt, sondern durch objektiv festzustellende Unstetigkeiten 
in der relativen Wachstumskurve. Wie weit es eimnal m~Sglich sein wird, mathematische 
Beziehungen zwischen den Parametern der Wachstumszyklen herzustellen, ist heute 
no& nicht zu iibersehen. 

Das Vorkommen eines Wendepunktes in typischen Wachstumskurven schr~inkt 
also die Zahl in Betracht kommender Formulierungen weiter erheblich ein, sei es, daf~ 
bei ihnen der Wendepunkt an falscher Stelle liegt oder iiberhaupt fehlt. 

Als zweite Forderung hatte ich herausgestellt, datg eine Wachstumsfunktion nicht 
nur auf die Wiedergabe einer speziellen Dimension eingestellt sein darf. Die allometri- 
sche Beziehung zwischen den verschiedenen Dimensionen eines Organismus zeigt das 
Vorliegen klarer mathematischer VerhS.lmisse. Es ist daher selbstverst~indlich, dat~ diese 
auch in einer wirkli& brauchbaren Wachstumsfunktion ihren Ausdruck finden miissen. 
Im Gegensatz zu allen anderen Vorschlggen, die dieser Forderung nicht gerecht werden, 
erfiillt sie die neue Formal und gestattet daher auch die Deutung der Parameter der 
allometris&en Funktion (Gleichung 18a-c). Die M6glic~keit, die allometrische Funk- 
tion abzuleiten, bedeutet zugleich eine wichtige Erlei&terung. Es ist nicht erforderlich, 
wie bei der B~RTALANFFY-Funktion zun~ichst die L~ingen zu berechnen, um yon ihnen 
ausgehend zu den Gewichtswerten zu kommen, sondern man kann dutch Einsetzen 
anderer Parameter direkt jede beliebige Dimension erfassen. Es ist auch m~Sglich, die 
Parameter der allometrischen Funktion zu entnehmen. 

In welchem Umfang die dritte Forderung erfiillt wird, konnte in der vorliegenden 
Untersuchung, die e s sich zur Aufgabe stellt, die Grundlagen der neuen Wachstums- 
funktion zu erl~iutern, nur streifend beriihrt werden. Meinen weiteren Ver6ffentlichun- 
gen vorausgreifend, m~Schte ich aber schon jetzt betonen, dab sich die neue Funktion 
tiber das Fischwachstmn hinaus als universell anwendbar erwiesen hat. 

Was die vierte Forderung anbetrifi~, so bietet die dnfache Gestalt der Funktion 



128 F. KROGER 

nicht nur den Vorzug, sie in Beziehung zur allometrischen Funktion stellen zu kiSnnen, 
sondern dariiber hinausgehend auch den Vorteil einer relativ einfachen mathematischen 
Handhabung. Wir sahen das am Beispiel der Bildung des ersten und zweiten Differen- 
tialquofienten. Auch die Parameterbestimmung ist - soweit dies bei biologischen Objek- 
ten m6glich ist - exakt durchzufiihren. Sie erfordert keine bestimmten Zeitabsfiinde 
zwischen den Meigpunkten. Sind die Parameter eines Wachstums bekannt, ist mit einer 
digitalen Rechenmaschine die Berechnung der Dimensionen ftir jedes Alter schnell und 
leicht durchzufiihren. Die Dimensionen erscheinen im Resultatwerk als Logarithmen, 
zu denen nur der Numerus aufgesucht werden muff, urn die linearen Werte zu er- 
halten. Es ist noch nicht die Zeit gekommen, alle Fragen, die sich aus der Anwendung 
der Formel ergeben, zu beantworten. Hierftir ist es n~Stig, zahtreiche weitere Wachs- 
tumskurven auszuwerten. Als erstes Beispiel kann auch hier wieder R. saxatilis dienen. 

Wir sahen, dall sich ftir die beiden besprochenen Arten der Gattung Roccus trotz 
der sehr unterschiedlichen Gr~5!3e und Wachstumsgeschwindigkeit der gleiche ~-Wert 
ergab. ~ ist zwar prim~ir ein Kriimmungsparameter, beeinflut~t aber auch dadurch die 
Wiedergabe der Wachstumsgeschwindigkeit durch log N. Welcher yon beiden Para- 
metern ~indert sich, wenn das Wachstum durch ~.ut3ere Einfltisse gehemmt oder gef/Sr- 
deft wird? Zur Kl~irung dieser Frage verm6gen die Angaben verschiedener Autoren 
tiber das Wachstum yon R. saxatilis einen orientierenden Beitrag zu liefern. 

Infolge der weiten Verbreitung an den Kiisten von Nordamerika wachsen die Be- 
st~inde dieser Art unter sehr verschiedenen klimatischen Bedingungen auf. Da Roccus 
saxatilis augerdem sowohl im Siittwasser wie im offenen Meer vorkommt, wirken auch 
verschiedene osmotische Bedingungen auf die Fische ein. MANSUE:rI hat in Tabelle 5 
seiner Arbeit (1961b) die von verschiedenen Autoren in mehreren Regionen durchge- 
fiihrten Wachstumsmessungen der Art zusammengestellt. Die Zahlenfolgen fiir das 
L~ingenwachstum in den einzelnen Regionen variieren sehr stark. Im Vergleich zu den 
Besfiinden der Chesapeake-Bay, die ich den bisherigen Auswertungen zugrunde legte, 
ist die Altersklasse I bei den F~ingen yon Massachusetts mit 229 mm erheblich gr/Sf~er als 
bei dem Material yon Chesapeake (124-135 ram). Andererseits ist die gleiche Alters- 
klasse in Kalifornien mit 96,5 bis 107 rnm L~inge wesentlich kleiner. In Attersstufe XIV 
stehen der L~inge von 1044 mm in Chesapeake 709 mm in Massachusetts gegeniiber. 
Die Gr/51ge in Kalifornien mit 1031 mm ist nahezu die gleiche wie in Chesapeake 
(Tab. 9). 

Ftir die Auswertung beschr~.nkte ich mich auf die ausfiihrlichen •achstumsreihen 
yon SCOHELD (1931) ftir Kalifornien und von FITZVA'rRmI{ & COOKSON (1958) ftir 
Massachusetts. Die Wachstumsdaten von MERRIMAN (1941) ftir New England liegen 
in der N~ihe der Chesapeake-Werte. Nach der GILtBRmHv-Berechnung fand ich fol- 
gende N~herungswerte fiir die Parameter: Kalifornien: ~: = 2,34; log N = 3,669; 
log Dmax = 2,1327; Massachusetts: ~ = 2,50; log N = 2,518; log D m a x  "-= 2,0017. Der 
~-Wert fiir die kalifornischen Fische entspricht ziemlich genau dem yon Chesapeake- 
Bay. Der ~-Wert ffir die Bestiinde aus Massachusetts liegt dagegen merklich h6her. 

Ein Vergleich der Wachstumsparameter ist nur auf der Basis identischer #-Werte 
m6glich. Aus diesem Grund berechnete ich ftir die drei zu vergleichenden Megreihen 
die beiden anderen Parameter fiir einen einheitlichen ~-Wert yon 2,30 nach Glei- 
chung (15). Auch ftir die Best~inde von Massachusetts mit ihrem abweichenden ~-Wert 
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ist mit diesem etwas zu niedrigen Wert no& ein hinrdchendet Anschlug an die Meg- 
werte zu erzielen. Die einzusetzenden Parameterwerte finden sich in Tabelle 10, in der 
auch die ge£undenen Werte den errechneten gegentibergestetlt sind. Die prozentuale 
Abweichung ist bei den jiingsten Altersstufen etwas h/Sher. Zahlen anderer Mei~reihen 
aus dem gleichen Gebiet passen aber besser zu den theoretischen Werten. 

Die sehr nahe beieinanderliegenden ~-Werte fiir das L~ingenwachstum yon R. saxa- 
tills verschledener Herkunf~ weisen auf einen prinzipiell ~ihnlichen Verlauf der Wachs- 
tumskurve him Der Unterschied zwis&en den drei verglichenen Fischbest~inden drii&t 
sich vor allem in log N aus. Sein Weft ist fiir die kalifornischen Fische mit 3,970 am 
h/Schsten, am niedrigsten fiir die Fische aus Massachusetts mit 2,238. Dazwischen liegt 
der log N-Wert fiir Chesapeake mit 3,508. 

Besondere Beachtung verdient der Umstand, dal~ sich bei Umrechnung auf gteichen 
~-Wert Lm~x fiir R. saxatilis aus Kalifornien mit 1840 mm gr6flenordnungsm~iflig der 
gleiche Lm.~x-Wert wie fiir die Chesapeake-Tiere mit 1721 mm ergibt. Die in der ersten 
Altersklasse kleineren Fische der Best~inde in Kalifornien wachsen wahrscheinlich 
infolge der klimatisch gtinstigeren Bedingungen in der gleichen Zeit zur gleichen Gr/Sge 
heran wie die Fische aus Chesapeake. Abweichend verl~iuff dagegen das Wachstum 
in Massachusetts. Es ist nicht nut log N fiir sie am niedrigsten, sondern auch Dmax er- 
reicht mit 951 mm nur 56 °/0 yon dem Wert der beiden anderen Best~nde. Das hier 
vorliegende langsame Wachstum kam auch in dem h6heren ~-Wert zum Ausdru&, den 
die GILLBRmHT-Berechnung lieferte. Auch wenn man diesen h/Sheren ~-Wert einsetzt, 
ergibt sich die Maximall~inge nur zu etwa 1000 mm, bleibt also noch immer wesentlich 
unter der der beiden anderen Fischgruppen. Es bleibt zu untersuchen, ob fiir dieses 
langsamere Wachstum ~iui~ere Umst~inde verantwortlich sind oder ob es sich bei den 
Best~inden in Massachusetts um dne geographische Rasse handelt. Diese vorl~iufige 
Analyse scheint zu zeigen, dalg ~uflere Einfliisse auf das Wachstum mathematisch in 
erster Linie auf log N wirken. Der aus den im einzelnen stark abweichenden Zahlen- 
reihen mathematisch zu isolierende ~-Wert bleibt jedoch ganz oder do& wenigstens 
ann~ihernd erhalten. 

Die hier aufgezeigten quantitativen Beziehungen am Wachstum yon Roccus saxa- 
tilis demonstrieren eine wichtige Tatsache, die einem bei der Anwendung der neuen 
Funktion begegnet. Die rein objektive mathematische Berechnung der Parameter aus 
den Mei~daten ffihrt immer wieder zu Zahlen, die interessante Beziehungen offenbaren. 
Als erstes begegneten wit der auff~illigen Tatsache, da~ sich nicht nut der gleiche 
~-Wert bei R. americanus aus den so verschieden erscheinenden Zahlenreihen fiir L~inge 
und Gewicht auf diesem Wege isolieren liefl, sondern dal~ er auch dem Wachstum der 
verwandten R. saxatilis zugrunde liegt, obwohl diese Art eine s&r viel h6here Wachs- 
tumsgeschwindigkeit besitzt und wesentlich gr6i~er wird. Der Vergteich des Wachstums 
yon R. saxatilis yon Chesapeake mit den Best~inden aus Kalifornien, die sich in der 
Gr/Si~e der Jugendstadien sehr stark unterscheiden, fiihrte nun nicht nut wieder zum 
gleichen ~-Wert, so ndern dariiber hinaus auch zu einem iihnlichen Wert fiir Dn~.  In 
diesem Falle unterscheidet sich das Wachstum nut im Weft der Geschwindigkeitskon- 
stanten log N. Um so auff~illiger erscheinen unter diesen Umst~inden die abweichenden 
Parameter der Fische aus Massachusetts. 

Daf~ sich gelegentlich gr6i~ere Unstimmigkeiten zwischen berechneten und gefun- 
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denen Werten zeigen, beruht wahrscheinlich auf der nicht ganz eindeutigen Natur der 
Wachstumsdaten. Hier schlie/~en vor allem die Altersangaben zwangsl~iufig Unsicher- 
heiten ein. Selbst wenn man - wie bei Haustieren -das  Alter sehr genau angeben kann, 
geht in die Berechnung nur ein Mittelwert ein, der bei den Haustieren allerdings no& 
zuverl~issig ist. 

Schwieriger liegen die Verh~iknisse bei der Auswertung freilebender Populationen. 
Wenn man auch anhand yon Jahresringen oder Gr/~i~enklassen gute N~iherungswerte 
erh~ilt, so ]~ii~t sich do& nicht vermeiden, dat~ man bei den jiingsten Stadien nur einen 
pauschalen Durchschnittswert einsetzen kann. Bei der hohen Wachstumsgeschwindigkeit 
der Jugendstadien w~iren aber wesentlich genauere Attersangaben efforderlich, wie 
man bei der Berechnung deutlich sieht. Hier liegen ja in kurzen Zeitr~iumen erhebliche 
Dimensions~inderungen vor. Bei den ~ilteren Stufen, bei denen das Wachstum nicht 
mehr so stark ist, sind so genaue Altersangaben nicht mehr erforderlich. Bei Freitand- 
f~ingen ist iiberdies auch die Gr~Si~enangabe ott unsicher, well dur& die Struktur der 
benutzten Fangger~ite eine Auslese erfolgen kann. Die kleineren Individuen schltip£en 
dur& die Maschen des Netzes und entgehen auf diese Weise der statistischen Mittel- 
wertsbildung. Im allgemeinen di]rtten dadurch die Mai~angaben f/.ir die jungen Fische in 
ihren Altersklassen zu hoch liegen. Diese Se]ektionswirkung der Fangger~.te ist in der 
Fischereibiologie eine bekannte Tatsache. Ein weiterer Umstand, der die Wachstums- 
daten bei Freiland£ingen beeintr~ichtigt, ist der, dat] erfahrungsgem~it~ die Ern~ihrungs- 
bedingungen £ir die einzelnen Altersklassen nicht gleich sind. Es gibt Jahre, in denen 
die Ern~ihrungsbedingungen g~instiger und in anderen schlechter sind. Ohne Zweifel 
beeinflui~t die Ern~.hrung au& das Wachstum. Am giinstigsten w~ire die Auswertung des 
Wachstums yon Einzelindividuen, fiir das genaue Zeit- und Dimensionsangaben ein- 
gesetzt werden k/Snnen. Solche Versuche erfordern allerdings die Voraussetzung, dai~ 
man in der Lage ist, den Tieren normale Entwicklungsbedingungen zu bieten. 

Die Angleichung einer Wachstumskurve an das reale Wachstum kann auch noch 
aus einem anderen Grund nicht vollstiindig sein. Die mathematische Funktion setzt 
einen vollkommen gleichm~iffig ablaufenden Vorgang voraus. Diese Forderung ist beim 
Wachstum sicherlich nicht eft/ilk. Selbst beim Menschen, dessen Entwicklung unter 
nahezu konstanten Bedingungen abl~iuf~, zeigen sich jahreszeitliche Schwankungen der 
Wachstumsrate. No ch sehr viel ausgepr~igter sind solche Wachstumsschwankungen bei 
kaltbliitigen Tieren, bei denen in den k~ilteren Zonen der Erde w~ihrend des Winters -- 
bedingt durch die niedere Temperatur und geringere Ern~ihrung- sogar ein Wachstums- 
stillstand eintreten kann. Man daft annehmen, dat~ die einfache Wachstumskurve, wie 
sie durch die vorgeschlagene Wachstumsformel wiedergegeben wird, yon periodischen 
Schwankungen i]berlagert ist, deren Frequenz und Amplitude an geeigneten Beispielel~ 
no& zu untersuchen bleibt. Das Vorhandensein solcher Wachstumsschwankungen, die 
einen sinusf6rmigen Verlauf nehmen, konnten kiirzlich YATES & LARIIiN (1964) beim 
Rind nachweisen. 

Es ist denkbar, dai~ systematische Abweichungen der Wachstumskurven yon Mei]- 
daten auf diesem Ph~inomen beruhen. Man kann n~imtich erkennen, dal~ die Met]daten 
h~iufig nicht gleichm~il~ig verteilt entlang der mathematischen Kurve liegen, sondern 
daf~ sie streckenweise gleichsinnig abweichen. 

Die Bearbekung aller dieser und weiterer Fragen ist heute m6glich, nachdem mit 
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der vorgeschlagenen Funktion eine ideale Wachstumskurve zugrunde gelegt werden 
kann, die in ihrer guten N~herung an die Met~werte sogar den Wendepunkt wieder- 
gibt. Eine so exakt die Wachstumsvorg~nge simulierende Formel diirfte mehr Infor- 
mationen enthalten, als wit zur Zeit erkennen kiJnnen. 

Auf der einen Seite wird die Funktion fiir praktische Zwecke ein wertvolles 
Hilfsmittel sein, um tierische Wachstumsvorg~inge zu beschreiben und zu analysieren. 
Andererseits wird sie zur Kl~irung theoretischer Probleme beitragen. Es ist dem mensch- 
tichen Verstand nur begrenzt m~Sglich, Zusammenh~inge, die mathematis& auf Exponen- 
tialfunktionen beruhen - und das ist bei Wachstumsvorg~ingen der Fall -,  verstandes- 
m~it~ig zu erfassen. Hier ist der menschliche Verstand gezwungen, die Mathematik als 
Hilfsmittel einzuschalten (FoRsTMrYrR 1960). Der Weg, den die Biologie hierbei ein- 
zuschlagen hat, unterscheidet sich yon dem der Physik dadurch, dag in der Biologie 
der Elementarvorgang, auf den der Physiker seine Ans~itze aufbauen kann, unbekannt 
ist. Die Biologie mui~ versu&en, yon der Peripherie her - das ist das ~iuf~ere Erschei- 
nungsbild -,  die sie zun~ichst mathematisch exakt bes&reibt, zu den Elementarvorg~in- 
gen vorzudringen. Rein mathematische Deduktionen werden hierbei kaum weiterftih- 
ren. Sie k/Snnen nur solange Erfolg haben, wie sie in Kontakt mit nachprtifbaren 
Folgerungen bleiben. LOCKER (1964) formulierte diese Forderung sehr treffend in 
seinem Referat anl~itglich des I. Internationalen Symposions tiber quantitative Biologie 
des Stoffwe&sels: ,,Unter st~indiger Fiihlungnahme mit dem konkreten Material ent- 
gehen wlr viellei&t der Gefahr, eine quantitative Biotogie zu einer so abstrakten 
Disziplin auswa&sen zu lassen, datg sie nurmehr dem Mathematiker zug~inglich bleibt 
und der Biologe weder fiir seine konkrete Arbeit (im heuristis&en Sinne) no& zur 
Zusammens&au seiner Ergebnisse (im Sinne einer Theorie) aus ihr einen Nutzen ziehm~ 
kann" (p. 39). 

ZUSAMMENFASSUNG 

1. Keine der zahlreichen bislang vorgeschlagenen mathematischen Wachstumsformu- 
lierungen erftillt die an eine solche zu stellenden Forderungen. Es wird eine neue 
Formulierung vorgeschlagen, die eindeutig alle bisherigen Ausdrti&e in entschei- 
denden Punkten iibertri~. 

2. Am Beispiel des Wachstums yon Roccus americanus ([Pisces] Serranidae) wird 
durch graphische Analyse der Wachstumsdaten die Funktion: 

D11!aX 
d z - -  1 

Nz + 

oder in logarithmis&er Form: 
t 

log d z = log Dma~ log N 

abgeleitet. Es bedeuten Z = Alterswert, dz = Dimension im Alter Z, ~ = addi- 
tiver Zeitwert (mathematisches pr~inatales Alter), D . . . .  = mathematische Maxi- 
maldimension, N = Geschwindigkeitskonstante. Graphisch stellt man die Funktion 
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dar, indem man den Logarithmen der Dimension auf der Ordinate die um ~ er- 
hShten reziproken Alterswerte auf der Abszisse gegeniiberstellt. Bei zutreffendem 

liegen die Met~punkte auf einer Geraden. 
3. Die Funktion gestattet mit dem gMchen ~-Wert die Wiedergabe des L~ingen- und 

Gewichtswachstums und diirtte allgemein zur Darstellung des Wachstums yon 
R. americanus geeignet sein. 

4. Mit drei Parametern enth~ilt die Funktion die Minimalzahl, die mathematisch zur 
allgemeinen Darstellung yon Kurvenverl~iufen erforderlich ist. Diese sin& 
D ... .  = Maximaldimension, die mathematisch der Organismus bei unendlkhem 
unbegrenztem Wachstum erreichen wiirde. Dmax iibernimmt ferner die Anpassung 
an die gew~ihlte Dimensionseinheit (mm, cm, g etc.). 

= additiver Zeitwert, der unter der Voraussetzung unbegrenzter Giiltigkeit der 
beiden anderen Parameter die Zeitspanne wiedergibt, die mathematisch vor Beginn 
der Altersz~ihlung vergangen w~ire, nachdem der Organismus die Dimension 0 
iiberschritten hat. ~: ist ferner ein Ausdruck fiir die Kriimmung der logarithmischen 
Wachstumskurve. Niedere ~-Werte kennzeichnen ein starkes Anfangswachstum, 
das schnell abklingt. Hohe &Werte sind der Ausdruck fiir einen gleichm~it~igeren 
Wachstumsablauf. Die biologische Bedeutung des 8-Wertes bleibt zun'X&st noch 
ungekl~irt. 
log N ist die Geschwindigkeitskonstante, wie der Differentialquotient ergibt: 

1 dy In y 
y dz ()~ + ~:)2 

In Abh~ingigkeit yore Alterswert bestimrnt log N die Wa&stumsgeschwindigkeit. 
Augerdem iibernimmt log N die Anpassung an die eingesetzte Zeiteinheit. 

5. Es werden Verfahren zur Bestimmung der Parameter gegeben und eingehend er- 
l~iutert. 

6. Aus der zahlenm~iflig bestS.tigten Beziehung 
(logD ... .  - - l og  dz) • (Z + ~) = log N 

die sich aus der logarithmischen Funktion ableitet, ist zu folgern, datg die relative 
Wa&stumskurve ein Ausschnitt aus einer glei&seitigen Hyperbel ist. 

7. Die Funktion enth~ilt einen Wendepunkt, dessen Lage sich dutch Bildung des zwei- 
ten Differentialquotienten ergibt. 

Wendepunkt = 1,15 log N - -  ~: 
Die mathematis&e Lage des Wendepunktes stimmt - soweit erkennbar - mit den 
Wachstumsdaten yon Roccus iiberein. 

8. Die Formel gestattet erstmalig die Ableitung der Parameter der allometris&en 
Funktion aus einer Wa&stumsformel. Bei glei&em ~e-Wert ist der Exponent das 
Verh~iltnis der Wa&stumsges&windigkeiten: 

log Nl 
a - log N2 

Der Faktor b ergibt sich aus der allometrischen Beziehung der Maximalwerte: 

Dm~x 1 
b =  

Dmax2 a 

9. Aus der Beziehung zur allometrischen Formet folgt, dab die Funktion alle Wachs- 
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tumsvorg~inge umfaf~t, die allometrisch ablaufen. Sie schlief~t dadurch auch den 
Ansatz ein, den YON B~r, TAtANFVY der Ableitung seiner Funktion zugrunde legte. 
Ein prinzipieller Unterschied zwischen beiden Darstellungen liegt darin, dai~ nach 
der neuen Funktion der Maximalwert nicht durch den Schnittpunkt yon Anabolis- 
mus und Katabolismus bedingt ist, sondern die Kurven beider Prozesse in ihm 
tangieren. Trotz der unterschiedlichen Formulierung des Wachstumsvorganges 
laufen die nach yon B~RTALANFFY errechneten L~ingenwerte weitgehend parallel 
zu der neuen Funktion. 

10. Die neue Funktion gestattet die mathematische Deutung der FORI)-WALFORD- 
Darstellung des Wachstums. 

11. Die Auswertung der Wachstumsdaten f[ir R. saxatilis fiihrt zu fast dem gleichen 
8-Weft, der Rir R. americanus einzusetzen war. Der andersartige Kurvenverlauf 
beruht auf h/Sheren Werten fiir Dm~.~ und log N. 

12. Beim Wachstum yon R. saxatilis werden die fiir das imaginale Wachstu'm einge- 
setzten Parameter etwa 8 Wochen nach dem SchRipfen wirksam. 

13. Fiir das Larvenstadium yon R. saxatilis errechnet sich e in ~e-Wert yon etwa einem 
Monat. Die gro•e larvale Wachstumsgeschwindigkeit driickt sich in einem sehr 
hohen Wert fiir log N aus. Vor der larvalen Wachstumsperiode liegt die embryo- 
nale Wachstumsphase mit noch h/Sherer Wachstumsgeschwindigkeit. 

14. Beim C3bergang der hohen larvalen in die geringere imaginale Wachstumsgeschwin- 
digkeit liegt in der Wachstumskurve ein Wendepunkt, der sich - im Gegensatz zu 
dem mathematisch bedingten - auch in der relativen Darstellung als Unstetigkeit 
abhebt. 

15. Die Auswertung der recht unterschiedlichen Wachstumsdaten yon R. saxatilis yon 
verschiedenen Fundorten ergibt n~iherungsweise die glei&en 8-Werte. Mathema- 
tisch unterscheiden sich die verschiedenen Populationen vor allem durch die Werte 
far IogN. Die Best~inde aus Kalifornien liefern gr/Sf~enordnungsm~if~ig den gleichen 
Dmax-Wert wie die Fische aus der Chesapeake-Bay, w~ihrend die Best~inde yon 
Massachusetts einen wesentlich tieferen D ..... -Wert aufweisen. 

16. In der neuen Funktion besitzen die eingesetzten Parameter deutlich gegeneinander 
abgegrenzte Funktionen. Trotz ihrer einfachen Gestalt i~bertriff~ die Funktion in 
der Wiedergabe yon Wachstumsdaten alle vorliegenden Formulierungen. Uberdies 
besitzt sie den Vorzug einer relativ einfachen mathematischen Handhabung. 

Die Auswertung der neuen Wachstumsfunktion erfuhr st~irkste FiSrderung durch die Kol- 
legen Dr. R. N1coLovlus yore Rechenzentrum der Universit~it Hamburg und Dr. M. GILL- 
~RICHT yon der Plankton-Abteilung der Biologischen Anstalt Helgoland. Beide verwandten 
viel Milhe und Zeit auf die L~Ssung der aufgetretenen mathematiscllen Fragen. Den beiden Her- 
ren bin ich daher zu besonderem Dank verpflichtet. Fiir die Mithilfe bei den Berechnungen 
danke ich meinen technischen Assistenten, Fr~iulein M. M~I.~NKAMV und Herrn P. PFLAUM, 
ebenso meiner Frau f[ir die Niederschri~ und Hilfe bei der Korrektur der Arbeit. 
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