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ABSTRACT: On the mathematics of animal growth. I. Bases of a new growth function.
Graphical analysis of growth data obtained on the fish Roccus americanus by MAaNSUETI
(1961a) has led to the development of a new growth formula, which seems to be more appro-
priate for expressing quantitative aspects of animal growth than the formulas presented
previously. The new formula appears to be generally applicable for the mathematical des-
cription of animal growth; it reads:

dy — Dmﬂx

or in the logarithmic form (used more frequently):
1
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(d = dimension in the age y; Dmax = maximal size; N = constant of velocity; & = additive
time value).

The formula expresses growth in weight and length. Dygax represents the maximum dimension
which the animal would attain on the basis of the mathematical expression chosen, under
conditions of infinite and unlimited growth. The curvature of the logarithmic growth curve
is determined by & in the denominator of the exponent. £ also participates in the deter-
mination of the velocity of growth as is shown by the differential quotient:
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& is mathematically a prenatal age; N or log N represent the constant of velocity. In the
graphical representation the logarithms of the dimension given on the ordinate are plotted
against the reciprocal value of age enlarged by the constant value of &. If the value of & is
chosen correctly, all measured values are more or less located on a straight line. In this manner
it is possible to determine the value of & Calculation of the three parameters is outlined in
the text. For the growth of R. americanus and R. saxatilis (length and weight) £ is 2.1. The
difference between the two dimensions is characterized by the values for log N and Duax. In
R. saxatilis the parameters for the postlarval growth are applicable from the age of 8 weeks
to 14 years. The new formula includes a point of inflection which coincides with the observed
maxima of growth rates. The turning point is located at:
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In R. saxalitis growth previous to an age of 8 weeks (larval growth) may also be expressed
by the new formula; the calculated value for £ is then nearly one month. The value for log N
is very high. At the transition from larval to postlarval growth, the curve shows a second
inflection point. A third inflection point seems to be located at the transition from embryonic
to the larval development. A comparision of growth rates in R. saxatilis from different
localities shows that their pronounced differences find their mathematical equivalent primarily
in differences of log N; the values for & are nearly the same or not very different. It is possible
to obtain the parameters for the allometric funktion from the new formula:

log Ny Dmaxq
0 =— and b =—7
log Na Dumaxe®

The new formula also explains the FORD-WALFORD relation. With respect to growth in length,
it produces nearly the same values as does the BErTaLANFFY formula. Since the new formula
includes an inflection point, it is also possible to calculate growth occuring previous to this
point; this is not possible by employing the BErRTALANFFY formula. The new formula is easier
to handle than the ones previously presented and allows direct calculation of weight and
other dimensions following the allometric formula.

EINLEITUNG

Das Problem der mathematischen Wiedergabe des
Wachstums als Funktion der Zeit

Mathematische Formulierungen biologischer Zusammenhinge gewinnen zuneh-
mend an Bedeutung und werden in der Zukunft eine immer wichtigere Rolle spielen
(z. B. WATERMANN 1962). Das Mifitrauen vieler Biologen gegeniiber mathematischen
Formulierungen ist um so weniger berechtigt, als mathematische Ableitungen sich jeder-
zeit viel leichter als andere Befunde nachpriifen lassen. Eine meisterhaft geschriebene
und auf einmaliger Kenntnis des alten und neuen Schrifttums beruhende Darstellung
der alten Diskussion der Biologen iiber die Anwendbarkeit der Mathematik auf ihre
Probleme gibt D’Arcy Trompson (1952) in der Einleitung seines Werkes ,,On growth
and form®. Mit genialem Scharfblick erkannte dieser Autor frithzeitig, daf sich das bei
vielen Biologen herrschende Dogma, Phinomene des Lebendigen seien mathematisch
picht fafbar, nicht aufrecht halten 1i88t. Wenn vielerorts noch die Anwendung mathe-
matischer Verfahren auf biologische Probleme abgelehnt wird, so diirfte das im wesent-
lichen darauf beruhen, dafl die mathematische Schulung der Biologen heute noch unzu-
reichend ist.

Ein bevorzugtes Objekt fiir die mathematische Behandlung eines biologischen
Phinomens stellt das Wachstum dar. So regelmiflig, wie die Kurven erscheinen, die
man bei der graphischen Darstellung von Wachstumsdaten erhilt, so schwierig hat sich
die Aufgabe erwiesen, diese Zahlenfolgen als Funktion der Zeit durch eine mathe-
matische Formel wiederzugeben. Weit tiber 100 Vorschlige sind hierfiir gemacht wor-
den, von denen aber nur wenige — und dann nur niherungsweise — die Forderungen
erfiillen, die an eine brauchbare Wachstumsfunktion zu stellen sind. Eine voll befrie-
digende Losung hat sich bis heute noch nicht gefunden.
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In der vorliegenden Arbeit soll nun eine neue Funktion vorgeschlagen werden, die
in jeder Bezichung alle bisherigen Wachstumsformulierungen eindeutig iibertrifit und
in weitestem Umfang den Anforderungen gerecht wird, die an eine allgemeingiiltige
Wachstumsfunktion zu stellen sind.

Die Gegner einer mathematischen Darstellung des organischen Wachstums begriin-
den ihre Ablehnung mit dem Argument, dafl ein so komplexer Vorgang, wie es das
Wachstum darstellt, unmoglich in eine mathematische Formel zu fassen sei und dafl
zu viele Faktoren in seinen Ablauf eingreifen. Hinsichtlich letzteren Einwurfs ist zu
betonen, daf wir zunichst nur das normale Wachstum beriicksichtigen kdnnen, daf wir
aber andererseits ein abweichendes Wachstum nur exakt erfassen, wenn wir den Ver-
lauf der normalen Wachstumskurve kennen. Der einzige Schliissel zur exakten Be-
schreibung einer Wachstumskurve ist aber die mathematische Formel.

In einer mathematischen Darstellung kann man auch nicht den Ausdruck einer
mechanischen Auffassung der Lebensvorginge sehen. Zunichst soll diese ja nur eine
mdglichst genaue Beschreibung der beobachteten Wachstumskurven geben und die Zah-
lenfolge, die wir gefunden haben, mathematisch definiert wiedergeben. In welchem
Umfang eine Wachstumsformel in ihrer Gestalt oder den darin enthaltenen Parametern
weitergehende Schliisse erlaubt, ist eine zweite Frage. Hierin liegt ein Kriterium, das
uns eine Entscheidung hinsichtlich der Brauchbarkeit mehrerer zur Verfiigung stehen-
der Formeln gestattet. Hier liegt weiterhin der heuristische Wert einer zutreffenden
Wachstumsformel.

Es kann keinem Zweifel unterliegen, daf8 es unter normalen Bedingungen — also
bei ausreichender Ernihrung und Fehlen schidigender Umwelteinfliisse — ein normales
Wachstum gibt. Die alltigliche Erfahrung an den uns umgebenden Organismen lehrt,
dafl das Wachstum in streng geordneten Bahnen abliuft. Die Kérpergrofle ist ein
wesentliches Merkmal bei der Schitzung des Alters eines Organismus, wenn auch kein
absolut eindeutiges Merkmal, da die allen biologischen Vorgingen eigene Variabilitit
auch das Wachstum betrifft. Schalten wir aber durch Bildung eines Mittelwertes aus
einer geniigenden Anzahl von Individuen die abweichenden Varianten aus, so ergeben
sich doch unter identischen Bedingungen fiir die aufeinanderfolgenden Altersstufen
recht konstante und reproduzierbare Zahlenfolgen. Es diirfte wohl auch auf keinen
ernst zu nehmenden Widerspruch stoflen, wenn man hieraus schliefit, daff das Wachs-
tum eines Organismus kein chaotischer, sondern ein gesetzmiflig gesteuerter Vorgang ist.

Die relativ einfach zu gewinnenden Wachstumskurven, die untereinander grofie
Khnlichkeit aufweisen, offenbaren, dafl dem Wachstum eine allgemein giiltige Gesetz-
méfBigkeit zugrunde liegt. So ist es verstindlich, dafi sich so viele Autoren um die Auf-
stellung einer ,Wachstumsformel“ bemtiht haben. Der Vorteil einer mathematischen
Bearbeitung von Wachstumsvorgingen liegt darin, dafl die zugrunde liegenden Daten
— zumeist Linge und Gewicht — so leicht zu gewinnen sind, dafl auch iltere Unter-
suchungen ein hohes Mafl von Zuverlissigkeit besitzen.

Die mathematische Darstellung des Wachstums ist nicht nur ein theoretisches Pro-
blem, sondern auch fir viele prakeische Fragen wesentlich. Eine Zusammenfassung um-
fangreicher Zahlenreihen in einigen Kenngrdflen vereinfacht nicht nur die Beschreibung
des Wachstums, sondern bildet auch fiir Vergleichszwedke eine unerliflliche Vorausset-
zung. So wird verstindlich, daf8 man sich in der angewandten Zoologie (z. B. Broby
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1945, BevertoN & Hort 1957) sowie in der Medizin (z. B. Backman 1931) immer
wieder um eine mathematische Darstellung des Wachstums bemiiht hat.

Da nur wenige Biologen mit dem Problem der Wachstumsmathematik vertraut
sind, méchte ich im folgenden Abschnitt eine kurze Ubersicht iiber die bekanntesten
Formulierungen geben, vor allem auch deswegen, weil sich in den spiteren Kapiteln
die Notwendigkeit ergibt, sie zu erwihnen.

UBERSICHT UBER WICHTIGE WACHSTUMSFORMULIERUNGEN

Die allometrische Formel

Es ist kein Zufall, dafl der erste Versuch einer mathematischen Darstellung von
Wachstumsvorgingen auf Beobachtungen der Stoffwechselphysiologie beruht. Auf die
entscheidende Rolle, die diese Forschungsrichtung fiir die Aufdeckung quantitativer
Zusammenhinge im biologischen Geschehen innehat, wies neuerdings Locker (1964)
in {iberzeugender Weise hin.

Schon im Beginn des vorigen Jahrhunderts erkannte man, daff der Stoffwechsel
der Warmbliitler mit zunehmender Kérpergrofle (bezogen auf die Gewichtseinheit) ab-
nimmt. LeEamann (1951) bezeichnete diese Erscheinung als Stoffwechselreduktion.
Rameaux (1837/39) versuchte damals die Verminderung der Warmeerzeugung im Ver-
laufe des Wachstums mathematisch als eine Funktion der Oberflichenentwicklung dar-
zustellen:

Als Rusners Oberflichenregel wird die Formel von Rameaux auch heute noch in
der Physiologie diskutiert. Wir wissen aber jetzt, daff erstens die Beziechung des Stoff-
wechsels zur Korperoberfliche mathematisch nicht so eindeutig ist, und daff wir sie
zweitens auch bel wechselwarmen Tieren realisiert finden, bei denen die causale Be-
ziehung zur Wirmeabgabe an der Oberfliche fehlt. Es handelt sich hierbei vielmehr
um einen Spezialfall der sogenannten allometrischen Formel

y=bx M

Sie wurde zunichst von Dusois (1897) und Swerr (1891) fiir morphologische
Merkmale aufgestellt. Wie wir heute wissen, hat sie auch fiir physiologische Gréfen
Giiltigkeit. Die allometrische Formel stellt zwei Dimensionen eines Qrganismus
(x und y) in eine funktionelle Bezichung zueinander. Der Faktor b und der Ex-
ponent ¢ waren lange Zeit rein rechnerische Gréflen. Thre Deutung aus der neuen
Wachstumsfunktion soll weiter unten gegeben werden (p. 118).

Bedeutungsvoll ist die allometrische Gleichung dadurch geworden, daf sie zeigte,
dafl man Wachstumsvorginge der verschiedensten Art im ganzen Tierreich durch eine
verhdltnismiflig einfache Formel beschreiben kann (Huxiey 1932, NEepHAM 1932,
TE1ssiEr 1936). Aber in der allometrischen Formel ist der Zeitfaktor eliminiert. Alle
Autoren, die sich mit ihr beschifligt haben, empfanden dieses als einen erheblichen
Mangel. Die allometrische Funktion gibt nur Proportionsinderungen zwischen den
Groflen x und y eines Organismus im Verlauf des Wachstums wieder.
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Von noch groflerem Interesse als das relative Wachstum ist seine Darstellung als
Funktion der Zeit. Die Grundlage hierfiir bilden Wachstumsmessungen. Solche diirften
am Menschen schon vor langer Zeit erstmals vorgenommen sein. Belegt ist eine Mef3-
reihe des Grafen PHILIBERT GUENEAU DE MONTBEILLARD aus dem 18. Jahrhundert, tiber
die Burron berichtet (zitiert nach D’Arcy THompsON 1952). Seit dem Anfang des
vorigen Jahrhunderts wurde dann ein grofes Tatsachenmaterial iiber das Wachstum
des Menschen und spiter auch der Tiere gesammelt, so dafl wir heute tiber recht um-
fangreiche Unterlagen zur Klirung eines Problems verfiigen, das noch seiner L8sung
harrt.

Die absolute und relative Wachstumskurve

Die graphische Darstellung der Mefiwerte als Funktion der Zeit auf normalem
Millimeterpapier bezeichnet man in der Literatur als ,absolute Wadhstumskurve®, Im
typischen Fall verliuft diese im Anfangsteil flacher, steigt dann steil an, um sich an-
schliefend wieder abzuflachen. Die typische Kurve ist also S-férmig. Die absoluten
Wachstumsraten nehmen bis zu einem gewissen Zeitpunkt — Wendepunkt — zu und
gehen anschliefend in die Endphase tiber, die durch abnehmende Wachstumsraten ge-
kennzeichnet ist. Der Wendepunkt der S-Kurve ist die Zeit des maximalen Wachstums
und liegt in ithrem Anfangsteil. Der Wendepunkt ist manchmal nicht scharf ausge-
prigt, kann scheinbar auch ganz fehlen, Vor allem seine mathematische Wiedergabe
stief§ bislang auf Schwierigkeiten.

Die lineare Darstellung des Wachstums fiithrt dadurch zu Verzerrungen, dafl im
Anfang der Entwicklung der Zuwachs um eine Dimensionseinheit unter Umstinden
eine Vervielfachung der vorhandenen Gréfle bedeutet, beim adulten Tier dagegen noch
in den Schwankungsbereich der Einzelmessungen fillt, Grundsitzlich besser ist daher
eine Darstellung, die den jeweiligen Zuwachs in proportionale Beziehung zur gegebenen
Grofle setzt. Man erhilt sie, wenn man nicht die linearen Werte der Dimension, sondern
deren Logarithmen als Funktion des Alters darstellt. In einem semilogarithmischen
Koordinatensystem ist diese Art der Darstellung des Wachstums sehr einfach durchzu-
fuhren. Die auf diese Weise gewonnene Kurve wird als ,relative Wachstumskurve®
bezeichnet. Der Verlauf der logarithmischen Wachstumskurve ist insofern einfacher,
als sie keinen Wendepunkt besitzt, sondern sich im Laufe des Wachstums kontinuierlich
abflacht. Offensichtlich strebt sie asymptotisch einem Maximalwert zu. Die logarith-
mische Darstellung von Wachstumswerten zeigt auch nicht mehr den unterschied-
lichen Verlauf fiir die einzelnen Dimensionen, den man bei der linearen Wiedergabe
findet. Die Kurven fiir das Lingen- und Gewichtswachstum shneln sich durch ihre kon-
tinuierliche Abflachung. Ein solches Verhalten ist verstindlich, da der Beziehung zwi-
schen diesen Gréflen eine mathematisch definierte Exponentialfunktion zugrunde liegt.

Lineare Funktionen kdnnen sich nur mit eng begrenzten Abschnitten der Wachs-
tumskurven decken und miissen bei einer umfassenderen Behandlung von Wachstums-
funktionen aufler Betracht gelassen werden. Eine spezielle Form der linearen Darstel-
lung soll weiter unten bei der Besprechung der Warrorp-Beziehung zur Sprache kom-
men. In einer allgemein giiltigen Form 148t sich das Wachstum nur durch Exponential-
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funktionen darstellen, eine Forderung, der auch die meisten Vorschlige Rechnung ge-
tragen haben.

Das Wachstum als Funktion der Zeit

Die primire Aufgabe einer Wachstumsfunktion ist es natiirlich, eine moglichst
weitgehende Anniherung an gegebene Mefidaten zu erreichen. Man kann zwar durch
eine hinreichende Zahl von Parametern jede Kurvengestalt wiedergeben. Ein solches,
rein mathematisches Vorgehen hat aber wenig Wert, solange man den eingesetzten
Parametern keine sinnvolle Deutung geben kann. Andererseits ist die Mindestzahl an
Parametern drei. Da schon zur mathematischen Darstellung einer Geraden zwei Para-
meter bendtigt werden, ist zumindest ein weiterer Parameter fiir die Charakterisierung
der Kurvengestalt notwendig.

Der von vielen Autoren eingeschlagene Weg, die Wachstumskurve in kleinere
Unterabschnitte —~ Wachstumszyklen — zu zerlegen, liuft auf eine Vermehrung der
Parameter hinaus und ist aus diesem Grunde unbefriedigend. Die Begriindungen, die von
den Autoren fiir die Unterteilung gegeben werden, sind im allgemeinen auch wenig
tiberzeugend. Das organische Wachstum diirfte kein diskontinuierlicher Vorgang sein
und seine Unterteilung in mehr oder minder zahlreiche Phasen seinem Wesen wider-
sprechen. Daher verdienen solche Formulierungen den Vorzug, die mit einem Minimum
von , Wachstumszyklen“ auskommen.

Man mufl heute noch eine weitere Forderung bei der Beurteilung einer Wachs-
tumsfunktion stellen: die mathematische Vereinbarkeit mit der allometrischen Formel.
Nachdem diese sich in weitestem Umfang zur Darstellung des relativen Wachstums
bewihrt hat, mufl man sie als eine gesicherte und allgemeingiiltige Grundlage von
Wachstumsvorgingen betrachten, Hier liegt eine unbedingt zu stellende Forderung
vor, welche die Mehrzahl der Wachstumsformeln nicht erfiillt. Neben den oben ge-
nannten zusammenfassenden Darstellungen der Wachstumsmathematik aus dem Gebiet
der angewandten Biologie liegt noch eine weitere Zahl von Zusammenfassungen auf
theoretischer Basis vor. Erwihnen mochte ich: Przisram (1922), Lupwic (1929), Ters-
stEr (1928, 1936), v. BerTaransry (1942, 1960), Mepawar (1945) und Scrmar-
HAUSEN (1929).

Nach Lupwic (1929) 1aft sich die allometrische Formel nur aus mathematisch ein-
fachen Formeln ableiten. Von den bislang aufgestellten Funktionen erfiillen aber nur
zwel diese Forderung. Die erste ist die von MURRAY (1926) angewandte Formel:

ye =a-7b (siche Anmerkung) 3}

Anmerkung: In der Biologie wird das Symbol t sowohl fiir Temperatur- wie auch fiir
Zeitwerte benutzt. Da Temperatur- und Wachstumsfunktion formal identisch sind (KrUGER
1963, 1964), ergeben sich Schwierigkeiten, wenn Temperatur und Zeit im gleichen mathemati-
schen Ansatz erscheinen. Diese Moglichkeit zeichnet sich nach den Erfahrungen an dem Fisch
Salvelinus (KrUcer 1961) schon ieute ab. Aus diesem Grunde benutze ich fiir Zeitwerte
griechische Symbole, also 7 anstelle von t. Das Geburtsalter bezeichne ich mit y. Die neue
Formulierung erfordert einen zusidtzlichen Zeitwert, fiir den ich das Symbol & einsetze. Fiir
die speziellen Dimensionen, Linge und Gewicht, benutze ich 1 und w oder allgemein fir die
Dimension: d oder y. Wegen der Parallelitit zur Temperaturfunktion verwende ich fiir die
Parameter bei der Wachstumsfunktion grofie lateinische Buchstaben. In den Wachstumfunk-
tionen gebrauche ich meist die von den Autoren eingefiihrten Bezeichnungen.
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SCHMALHAUSEN (1926-1929) testete sie an einem umfangreichen Material und erginzte
sie noch durch einen additiven Zeitwert 7,:

y=a (14 17,)b (3)

Trotz dieser Verbesserung war es im allgemeinen immer noch notwendig, die Wachs-
tumskurve in verschiedene Zyklen zu unterteilen, um den Anschluff an die Mefiwerte
zu erreichen.

In der Funktion von Bropy (1945) tritt die Zeit im Exponenten auf

ye = a- b *)

Der Autor setzt sie nur fiir die Periode vor dem Wendepunke ein, die er als ,selbst-
beschleunigende Phase® bezeichnet. Der eng begrenzte Anwendungsbereich stellt sie
als Wachstumsformel aufler Diskussion. Diese beiden, mit der allometrischen Formel
zu vereinbarenden Ausdriicke (3) und (4), erfiillen also nur in begrenztem Umfang die
Forderung nach einer befriedigenden Wiedergabe von Wachstumsdaten. Die iibrigen,
in der Literatur gemachten Vorschlige lassen sich hochstens niherungsweise in Bezie-
hung zur allometrischen Formel setzen und erlauben trotz einer komplizierteren Form
zumeist keinen besseren Anschluff an Wachstumswerte.

Hier ist zunichst die Gruppe der Formeln zu nennen, die sich von der logistischen
Funktion ableiten, die VeEruuLsT (1845) fiir die Populationsstatistik aufstellte:

a
A pas ¢
Die von OstwaLrp (1908) fiir autokatalytische Reaktionen abgeleitete Funktion gehdrt
hierher. RoserTson (1926) wandte sie auf das Wachstum der Maus an. Den gleichen
Kurvenverlauf ergibt die von Brooy (1945) fiir die ,selbsthemmende Phase“ des
Wachstums angewandte Funktion (Teissizr 1937). Die logistische Formel besitzt einen
in der Mitte der Kurve gelegenen Wendepunkt. Aus diesems Grunde vermag sie nicht die
gesamte Wachstumskurve wiederzugeben, deren Wendepunkt asymmetrisch liegt. Der
Versuch von PearL & Reep (1925), durch eine Reihenentwicklung im Exponenten
einen besseren Anschlufl an Wachstumsdaten zu erzielen, hatte trorz der Vermehrung
der Parameter keinen Erfolg.
Eine Kurve mit asymmetrischem Wendepunkt liefert die von GomeerTz (1825)
ebenfalls fiir die Bevilkerungsstatistik entwickelte Funktion:

y=a- bcr (6)
Sie scheint eine bessere Anniherung an Wachstumsdaten zu ermdglichen, doch bereitet
bei ihr die Bestimmung der Parameter Schwierigkeiten. In neuester Zeit hat RirrEN-
BURGH (1960) ein Verfahren zu ihrer Berechnung vorgeschlagen.
Die grofite Bedeutung hat die Formel von v. BERTALANFFY (1934) gewonnen.
Sie findet vor allem in der Fischereibiologie weitgehende Anwendung. Sie gestattet,
das tierische Lingenwachstum in auflerordentlich guter Ndherung zu berechnen, aus dem
nach der allometrischen Formel auch das Gewichtswachstum zuginglich ist. Von den
gleichen physiologischen Vorstellungen iiber das Wachstum ausgehend war schon PiT-
TER (1920) zu prinzipiell der gleichen Lésung gekommen:

v = lnay — (lnax — L) » =% "¢ (e = Basis der natiirlichen Logarithmen) %
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Der weiteren Verbreitung der BERTALANFFY-Funktion hat ohne Zweifel zum Teil
ihre etwas umstindliche Handhabung im Wege gestanden, mit der nur wenige Biologen
vertraut sind. So hat sie in der Medizin bislang keine Anwendung gefunden. An einer
Zahlenreihe von QueTELET konnte ich (1964) indes zeigen, dafl sie auch das mensch-
liche Wachstum hervorragend wiedergeben kann. In der Humanphysiologie kommen
verschiedene Formulierungen zur Anwendung. Allgemeinere Anerkennung hat die
Backman-Funktion (1931) gefunden, die primir die Wachstumsgeschwindigkeit (v)
berechnet:

logv =k, + ki log 7 + ka (log 7)2 (8)

Da die BerraLanery-Funktion und meine neue — mit ihr nahezu konform gehende—
Wachstumsformel der Backman-Formel bei weitem {iberlegen ist, diirfte sie auch fiir
die Darstellung des menschlichen Wachstums nur noch historischen Wert besitzen. Aus
diesem Grunde mochte ich auch auf eine Besprechung der zahlreichen weiteren Wachs-
tumsformeln verzichten.

Wenn trotz der zahlreichen Bemiihungen bis heute das Problem der mathemati-
schen Darstellung des tierischen Wachstums nicht befriedigend geldst werden konnte,
wird die Skepsis verstindlich, die selbst bei Fachleuten um sich griff — ohne dafl im
einzelnen allerdings sachliche Argumente angefiihrt werden konnten (LinzeacH 1962).
Hierbei hat man aber die Tatsache iibersehen, dafl wir in der BErTaLANFFY-Funktion
iiber einen Ausdruck verfiigen, der nach meinen eigenen Erfahrungen den Anforde-
rungen an einen mathematischen Ausdruck fiir das Wachstum schon sehr nahekommt.
Ein Mangel bedeutet fiir sie die Beschrinkung auf die Lingendimension und damit
auch die Unmoglichkeit, sie zur allometrischen Funktion in Beziehung zu setzen.
Immerhin zeigt die BErTaLaNEFY-Formel — um des Autors eigene Worte zu gebrau-
chen —, ,dafl es prinzipiell moglich ist, fiir Gesamtvorginge, die in ihren einzelnen
Ereignissen der Analyse unzuginglich sind, Gesetzlichkeiten statistischer Art anzu-
geben® (1934, p. 618).

Trotz der guten Wiedergabe von Wachstumsdaten kann man die Lésung von
v. BERTALANFFY nicht als endgiiltig betrachten. Ich versuchte aus diesem Grunde im
Rahmen der Wachstumsmathematik das gleiche Verfahren anzuwenden, das ich zur
Aufstellung einer neuen biologischen Temperaturfunktion (1961) benutzt hatte,
ndmlich die graphische Analyse. Hierbei versucht man durch Variation der Koordi-
natenunterteilungen die Kurve mit unbekannter Funktion in eine Gerade zu iiber-
fithren, die als solche leicht zu erkennen ist. Man setzt dann in der Gleichung einer
Geraden y=a+b-x
die gewihlten Koordinatenunterteilungen ein und erhilt auf diese Weise die gesuchte
Funktion. Dieses Verfahren ist nicht neu, es wurde aber offensichtlich nicht mit allen
Moglichkeiten, die es einschliefft, auf Wachstumskurven angewandt. Zu meiner groflen
Uberraschung ergab sich die gleiche Lésung wie fiir die Temperaturfunktion.

Die neue Wachstumsformulierung scheint alle Forderungen zu erfiillen, die man
im Augenblick an eine solche stellen kann und hat sich an zahlreichen Beispielen, iiber
die in weiteren Mitteilungen berichtet werden soll, ausgezeichnet bewihrt. In der vor-
liegenden Mitteilung sollen nur die wichtigsten Gesichtspunkte an einem Beispiel be-
sprochen werden,
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Ich war mir im klaren dariiber, dafl fiir eine mathematische Analyse das Wachs-
tum der Fische das am besten geeignete Material sei. Auflerdem verfiigen wir iiber das
Wachstum der Fische aus zahlreichen Untersuchungen iiber ein sehr umfangreiches
Datenmaterial. Entscheidend fiir die Wahl des Fischwachstums als Untersuchungsobjekt
war aber der Umstand, dafl die Fische ein unbegrenztes Wachstum aufweisen und
daher einfachere Verhiltnisse bieten als Organismen, deren Wachstum bei Erreichen
einer Endgrofle zum Stillstand kommt.

Ableitung der Wachstumsfunktion am Beispiel
von Roccus americanus

Grundsitzlich wire zwar jede Wachstumsmessung zur Ableitung der Funktion
geeignet gewesen. Da ich jedoch nicht nur das Wachstum einer einzelnen Dimension zu
bearbeiten plante, kamen fiir die Analyse nur Arbeiten in Frage, die am gleichen
Objeke Zahlen fiir das Lingen- und Gewichtswachstum boten. Auflerdem legte ich
Wert auf getrennte Behandlung des Wachstums der beiden Geschlechter. Die Auswahl
an geeigneten Untersuchungen war durch diese Bedingungen erheblich eingeschrinke.
Auf der Suche nach einem geeigneten Zahlenmaterial stieff ich auf die umfangreiche
Arbeit von MansueTt (1961a) iiber die Biologie und Ukologie von Roccus ameri-
canus, die auch die bendtigten Daten iiber das Wachstum dieses Fisches bringt. Es

Tabelle 1

Lingen- und Gewichtswachstum des Fisches Roccus americanus. Berechnung des Gewichtes aus
der allometrischen Beziehung mit dem mathematischen und dem theoretischen Wert fiir a
(Nach MansueTI 1961a)

. . Gewicht berechnet
fme L i g,
b= 0118 b = 0,032
1 7,4 18,8 17,7 13,1
1 112 42,9 50,0 453
111 13.3 731 76,8 75.8
v 148 108.2 100.6 1045
v 16,1 140,8 124,1 134,5
VI 17,5 158,3 153,0 172,8
VII 19,7 188,8 205,7 246,4

handelt sich bei R. americanus um einen an den Kiisten von Nordamerika sehr ver-
breiteten Serraniden. Der Auswertung lege ich die in MansueTts Tabellen 12,13 und 14
angegebenen Durchschnittszahlen zugrunde. Der Verlauf der weiteren Bearbeitung des
Problems erwies, dafl ich mit der Wahl dieses Objektes einen sehr glinstigen Griff
getan hatte.

Trotz der grofen Sorgfalt, die der Autor auf die Gewinnung seiner Zahlen ver-
wandte, kénnen die benutzten Durchschnittswerte nicht als ganz reprisentativ fiir das
Wachstum seines Untersuchungsobjektes angesehen werden. Berechnet man nimlich
aus den benutzten Zahlen die allometrischen Parameter der Lingen-Gewichts-Bezie-
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hung, so findet man fiir den Exponenten o fiir die Minnchen den Wert 2,50 und fiir
die Weibchen 2,73. MansueT! gibt in Figur 6 seiner Arbeit auf Grund eines grofleren
Zahlenmaterials fiir a die Werte 3,023 und 3,123 an. Werte dieser Gréfie fiir ¢ waren
bei dem isometrischen Wachstum des Fisches zu erwarten. Auch wenn man von den
errechneten Parametern ausgehend zuriickrechnet, findet man Zahlen, die von den
erwarteten stark abweichen. Noch unglinstiger fallen die Werte aus, wenn man fiir ¢
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Abb. 1: Lineare Darstellung des Lingen- und Gewichtswachstums der Minnchen von Roccus
americanus nach den Durchschnittswerten von MansueTr (1961a)

den theoretischen Wert 3 einsetzt (Tab. 1). Die Wachstumsdaten von MansugTt fiir
Roceus americanus erfiillen also nicht exakt die nach zahlreichen bekannten Beispielen
zu fordernde allometrische Beziehung zwischen Linge und Gewicht. Diese offensicht-
lichen Unstimmigkeiten in den Wachstumsdaten beeintrichtigten die mathematische
Auswertung nicht erheblich. Der Anschluff an die Mefldaten war besser als auf dem
Wege tiber die allometrische Funktion (Tab. 2 und 3). Es erkliren sich hierdurch aber
zwanglos einige weniger gute Werte.

Vor allem das Gewichtswachstum der Weibchen zeigt offensichtlich starke Un-
stetigkeiten. Wenn trotzdem der Exponent bei ihnen giinstiger liegt, so beruht das
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darauf, daR fiir ihre mathematische Auswertung eine grofere Altersspanne zur Ver-
figung stand als bei den Mannchen. Man muf aber bei allen Wachstumsmessungen mit
einer gewissen Variabilitit der Werte rechnen, die zum Teil als solche gegeben ist, aber
auch auf Mefifehlern beruhen kann. Man mufl bei ihnen mit Abweichungen bis zu
10 % vom wirklichen Wert rechnen.

Abbildung 1 gibt das Lingen- und Gewichtswachstum der Minnchen graphisch
in linearer Darstellung wieder. Fiir das Lingenwachstum zeigt sich eine einfache,
schwach gekriimmte Kurve, die allerdings in der erfafiten Zeitspanne den asymptoti-
schen Verlauf auf einen Maximalwert nicht erkennen liflt. Der maximale lineare Zu-
wachs — als solcher wird die Differenz zwischen zwei aufeinanderfolgenden Dimen-
sionswerten bezeichnet — liegt offensichtlich im ersten Lebensjahr. Das Gewichtswachs-
tum kdnnte — wie auch manche Autoren versucht haben — niherungsweise durch eine
Gerade dargestellt werden, in Wirklichkeit zeigt es aber eine schwach S-férmig ge-
bogene Kurve mit einem maximalen Zuwachs zwischen Altersstufe 111 und IV. Die
Kurve fiir das Lingenwachstum der Weibchen (Abb. 2) verliuft Zhnlich wie die fiir
die Minnchen, dagegen zeigen die Gewichtswerte starke Abweichungen von dem er-
warteten Verlauf, die bei dem vorliegenden isometrischen Wachstum mit den Lingen-
werten nicht vereinbar sind. Daher ist auch die Gewichtskurve der Weibchen fiir eine
mathematische Auswertung wenig geeignet. Der scheinbar sehr unterschiedliche Verlauf
der vier Wachstumskurven in Abbildung 1 und 2 macht die Schwierigkeit der Aufgabe
deutlich, sie durch eine einheitliche mathematische Funktion wiederzugeben.

Wie oben betont, vermittelt eine logarithmische Wiedergabe von Wachstumsdaten
in Gestalt der sogenannten relativen Wachstumskurve ein zutreffenderes Bild, als es
die lineare Darstellung bietet. Sie liefert (Abb. 3) bei den Minnchen sowohl fiir die
Linge wie auch fiir das Gewicht einfach gekriimmte Kurven, die in der Jugend steil
verlaufen und mit zunehmendem Alter immer flacher werden. Die relativen Wachs-
tumskurven nehmen dadurch einen gleichmifligeren Verlauf, dafl in thnen der Wende-
punkt der linearen Darstellung entfillt und die bei den héheren Altersstufen grofieren
linearen Abweichungen durch die prozentuale Darstellung kleiner werden. Dafiir fallen
aber im Beginn der Kurve geringe Abweichungen, die bei der linearen Darstellung
nicht mehr sichtbar werden, um so mehr ins Gewicht. Die relative Wachstumskurve
laft aber deutlich zwei wesentliche Grundtatsachen erkennen: nimlich erstens, dafl das
Wachstum bezogen auf die gegebene Dimension mit zunehmendem Alter kontinuier-
lich abnimmt und daf} es zweitens einem maximalen Endwert zustrebt.

Die Kurve fiir das relative Lingenwachstum der Weibchen (Abb. 4) verliuft
etwas oberhalb und recht genau parallel zur Kurve fiir die Minnchen. Die Gewichts-
kurve weist auch wieder die schon in der linearen Darstellung auffallenden Unstetig-
keiten auf. Es ist aber bekannt, dafl Gewichtsdaten leichter erheblicheren Stdrungen
unterworfen sind.

Auch die logarithmischen Wachstumskurven lassen nicht ohne weiteres die thnen
zugrunde liegende Funktion erkennen. Um zu diesem Ziel zu gelangen, versuchen wir
— wie oben ausgefithrt — durch Variation der Koordinatenteilungen die Kurven in
Geraden zu iiberfiihren. Die Moglichkeit hierzu gibt eine Stauchung der Koordinaten-
teilungen. In der Funktion von v. BErTaLanery wird die Stauchung dadurch erreicht,
dafl auf der Ordinate nicht die Logarithmen der jeweiligen Dimension abgetragen
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Abb. 2: Lineare Darstellung des Lingen- und Gewichtswachstums der Weibchen von Roccus
americanus. Durchschnittswerte von MANSUETI (1961a). Die Gewichtsangaben liefern eine sehr
unregelmiflige Kurve.
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Abb. 3: Wiedergabe der Logarithmen von Linge und Gewicht als Funkrtion des linearen Zeit-
wertes {relative Wachstumskurve) fiir die Minnchen von Roccus americanus
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werden, sondern der Logarithmus der Differenz zwischen der bestehenden Grofe und
der Endgrdfle, die niherungsweise mit beobachteten Maximaldimensionen zusammen-
fallt. Die Ordinate gibt bei dieser Art der Darstellung fiir den linearen Zeitwert die
Grofle des noch nicht realisierten Wachstums an, das mit zunehmendem Alter immer
geringer wird.

Die zweite Moglichkeit, die Kurven in Geraden zu iiberfithren, gibt eine Stau-
chung der Zeitwerte auf der Abszisse, bei der die gleichen Zeitwerte mit zunehmendem
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Abb. 4: Wiedergabe der Logarithmen von Linge und Gewicht der Weibchen von Roccus ameri-
canus als Funktion des linearen Zeitwertes. Auch in dieser Form der Darstellung weist die Ge-
wichtskurve vom normalen Verlauf abweichende Unstetigkeiten auf

Alter sich graphisch verkiirzen. Man erreicht hierdurch, dafl die einzelnen Kurven-
stiicke zunehmend steiler werden — trotz der Verminderung des Zuwachses — und im
Idealfall die Kurve in eine Gerade iiberfiihren.

Grundsitzlich ist dieses Verfahren von FRIEDENTHAL (1914; zitiert nach SCEHMAL-
HAUSEN 1928) angewandt worden, indem er an die Stelle der linearen Zeiteinteilung
eine logarithmische benutzte. MurrAy (1925) und ScHMALHAUSEN (1927) legten dieses
Prinzip ihren Wachstumsformulierungen zugrunde. Seine Anwendung liuft auf die
Darstellung des Wachstums in einem doppelt logarithmisch unterteilten Koordinaten-
system hinaus. Abbildung5 zeigt sie fiir das Lingenwachstum der Weibchen von Roccus
americanus. Man erkennt, dafl sich auf diese Weise die Mefipunkte schon recht gut in
der Nahe einer Geraden anordnen lassen. Gegebenenfalls kann man durch einen
additiven Zeitwert, um den das Alter erhtht oder vermindert wird, die Wadastums-
kurve {iber der Abszissenteilung verschieben und dadurch eine noch bessere Wiedergabe
erreichen. Im vorliegenden Fall erbrachte dieses Verfahren keine Verbesserung. In der
Literatur fand ich auch keinen Weg zur exakten Berechnung dieses additiven Zeit-
wertes. Vom mathematischen Standpunkt betrachter hat die Funktion von Murray
den Nachteil, dafl sie die offensichtlich gegebene asymptotische Anniherung des Wachs-
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tums an eine Maximaldimension nicht wiedergibt und ein unbegrenztes Wachstum
zuldfit.

Wenn auch die doppeltlogarithmische Darstellung der Wachstumswerte graphisch
schon ein recht befriedigendes Ergebnis zeitigte, so erschien es mir doch erforderlich,
die erstrebte Stauchung der Abszissenteilung noch auf anderem Wege zu versuchen.
Man kann sie ndmlich auch dadurch erreichen, daff man die reziproken Zeitwerte
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Abb. 5: Darstellung des Lingenwachstums der Weibchen von Roccus americanus entsprechend
der Wachstumsfunktion von Murray (1925). Die Logarithmen der Linge stehen auf der
Abszisse den Logarithmen des Alters gegeniiber

benutzt. Dieses Verfahren erwies sich als auRerordentlich erfolgreich. Der Quotient -
T

wird um so kleiner, je hoher der Zeitwert ist. Graphisch ergibt er also auch eine Stau-
chung der Abszissenteilung. Stellt man die Logarithmen der Dimension einfach den
reziproken Altersdaten gegeniiber, so erhilt man im allgemeinen eine Kurve, deren
Kriimmungssinn entgegengesetzt dem der relativen Wachstumskurve ist. Man kann
nun (KRUGER 1961) die Stirke der Kurvenkriimmung dadurch variieren, dafl man zu
dem von mir mit y bezeichneten Alter einen konstanten Zeitwert addiert, fiir den ich

das Symbol & benutze. Man trigt auf der Abszisse die Werte 1k Niherungs-
X

weise kann man nun den Wert von £ graphisch bestimmen, indem man empirisch ver-
schiedene Werte einsetzt, bis man eine mdglichst gleichmiflige Anordnung der Wachs-
tumsdaten zu beiden Seiten einer Geraden erreicht hat.

Der fiir Roccus americanus zutreffende £-Wert ist zirka 2. Man setzt also fiir ein-
ey s . S P 1 1
jahrige Fische den Wert 175 = 5 ein, fiir zweijihrige Fische den Wert T T 0
. o . 1 1 . .
fir dreijihrige Fische den Wert 575 = 5 etc. Fiir die graphische Darstellung ver-

wandelt man die Bruchzahlen in Dezimalbriiche und teilt die linear unterteilte Ab-
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szisse, in unserem Falle bei 0,333 beginnend, in passende Abschnitte ein, wobei bei der

- 1 .

tiblichen Darstellung von Wachstumskurven g5 = 0 die rechte Begrenzung der Ab-
szissenteilung bildet. In der so geschaffenen Abszissenunterteilung trigt man an den
entsprechenden Punkten die reziproken Alterswerte ein. Bei Benutzung eines semi-
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Abb. 6: Darstellung der Logarithmen von Linge und Gewicht der Miannchen von Roccus ameri-
canus entsprechend der neuen Funktion. Auf der Abszisse stehen die um 2 erhdhten reziproken
Alterswerte. Die Mefpunkte liegen fiir beide Dimensionen in guter Niherung auf einer Geraden
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Abb. 7: Anwendung der gleichen Darstellung wie in Abbildung 6 auf Linge und Gewicht
der Weibchen. Die Werte fiir die Linge lassen sich recht gut darstellen, das Gewichr zeigt vor
allem in den héheren Altersstufen eine erhebliche Streuung um die Ausgleichsgerade

logarithmischen Koordinatenpapiers kann man auf der Ordinate direkt den Logarith-
mus der Dimension abgreifen, In Abbildung 11 (p. 110) ist das Prinzip der graphischen
Darstellung ausfiihrlicher wiedergegeben.

Das graphische Verfahren zur Bestimmung von & ist nicht so umstindlich, wie es
nach der Beschreibung erscheinen mag, da man aus dem Krimmungssinn der Kurve
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sofort erkennen kann, ob man einen zu hohen oder zu niedrigen Wert eingesetzt hat.
Offnet sich die Kurve — wie bei der relativen Wachstumskurve — nach unten, so hat
man einen zu hohen £-Wert eingesetzt, 6fInet sie sich nach oben, so war der &-Wert zu
niedrig. Es ist bei diesem Vorgehen auch nicht erforderlich, immer wieder eine neue
Abszissenteilung anzufertigen, da die Reziproken-Reithe &, %, 1 etc. immer gleich
bleibt und man nur die Zeiteinteilung auf dieser Reihe nach rechts oder links zu ver-
schieben braucht, um mit einem anderen ¢-Wert zu operieren. Auf die rechnerische
Bestimmung von & aus den Mefidaten komme ich im nichsten Abschnitt zu sprechen.

Die Abbildungen 6 und 7 zeigen, dafl man in der geschilderten Weise mit dem
um 2 erhohten Einsatzwert die Wachstumsdaten von R. americanus wesentlich besser
durch eine Gerade darstellen kann als in einem doppeltlogarithmischen Koordinaten-
system. Auch rechnerisch erwies sich dieser Weg als giinstiger. Der Wert 2, der zum
Alter zu addieren ist, war sowoh! fiir die Linge wie auch fiir das Gewichrt giiltig und
fir beide Geschlechter gleich. Die Wiedergabe des Gewichtes der Weibchen fiel aller-
dings aus den oben erwihnten Griinden nicht ganz so befriedigend aus. Offensichtlich
war auf diese Weise aus den grundsitzlich so verschieden erscheinenden Kurven mit
der Gréfle & eine mathematisch fiir die Wachstumsprozesse von R. americanus bedeu-
tungsvolle Griofle erfaflt worden.

Aus der graphischen Darstellung ergab sich fiir das Wachstum dieses Fisches die
Formel:

log dy = consty — - consty

1
xTé
Setzt man fiir y den Wert > ein, wird der Bruch = 0, und damit entfillt das zweite
Glied. consty ist also die Dimension bei unbegrenztem Wachstum. Wir setzen fiir sie
aus Griinden der Zweckmifligkeit log Dy« ein, ebenso fiir consty log N. D bedeutet

die Linge oder das Gewicht. Der gewonnene Ausdruck lauter dann:

1
log dy = log Dyax — X_—+5 -log N (9a)
oder in algebraischer Schreibung:
D 1AxX
dy = ;” (9b)
Ni+E
Als e-Funktion hat die Formel die Gestalt:
=N
d% = Dpas - € xte (9

In der Funktion bedeuten: dy die Dimension — Linge oder Gewicht ~ im postnatalen
Alter y, & ist der additive Alterswert, Dy, die asymptotisch erreichbare Endgrofle
der relativen Wachstumskurve; log N ist ein Ausdruck fiir die Kurvensteigung.

Die am Beispiel von Roccus americanus rein mathematisch beschreibend durch-
gefithrte Analyse des Wachstums hat — wie sich in der Zwischenzeit erwiesen hat — zu
einer allgemein anwendbaren Wachstumsformel gefithrt. Angesichts der wichtigen
Rolle, die die Funktion in Zukunft bei der Beschreibung und Analyse von Wachstums-
vorgingen spielen wird und der geringen Erfahrung der meisten Biologen in der
Handhabung mathematischer Formeln, bin ich ausfithrlicher auf ihre Gewinnung ein-
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gegangen. Auch im folgenden werde ich die durchzufiihrenden Rechenoperationen an
einzelnen Beispielen erkliren.

Bestimmung der Parameter

Fir die praktische Arbeit und Auswertung ist die Bestimmung der in einer Funk-
ticn enthaltenen Parameter unerldfllich, und es sollen daher zunichst hierbei ange-
wandte Verfahren behandelt werden.

Unter den Biologen besteht das Bestreben, quantitative Beziehungen moglichst
durch einzelne Kennzahlen wiederzugeben. Das ist im allgemeinen jedoch kaum még-
lich, wir werden aber sehen, daf die neue Funktion diesen Wunsch in gewissen Gren-
zen erfiille. Bei den Wachstumskurven handelt es sich um komplizierte Exponential-
funktionen, fiir deren Beschreibung drei Parameter das Minimum sind. Es ist eher er-
staunlich, daf} es moglich ist, den scheinbar so grundverschiedenen Verlauf der Kurven
mit dem minimalen Aufwand an Kennzahlen in guter Niherung darzustellen.

Die Schwierigkeit der Berechnung ist ein wichtiger Gesichtspunkt fiir die Brauch-
barkeit einer Funktion. Die Handhabung der BerraLanery-Formel ist nicht ganz ein-
fach, noch schwieriger ist sie bei der GomperTz-Funktion. Man kann aber auch nicht
erwarten, dafl eine Exponentialfunktion ohne einigen Aufwand an Rechenarbeit ge-
16st werden kann. Diese bleibt jedoch bei der neuen Funktion unter Verwendung von
Rechenmaschinen in ertriglichen Grenzen. Die meisten Biologen scheuen heute noch
diese Arbeit, die letzten Endes aber auch nicht mehr Zeit erfordert, als Mikrotom-
schneiden, Firben oder gar statistische Auswertungen,

Die graphische Methode

Prinzipiell wichtig und schnell ist die oben ausfiihrlicher behandelte graphische
Methode, die ja auch zur Aufstellung der neuen Funktion fiihrte. Der mit ihr ge-
wonnene £-Wert bildet dann die Grundlage fiir die beiden anderen Parameter. Die
graphische Methode zur Bestimmung von ¢ liefert numerisch nicht sehr exakte Zah-
len. Wir werden aber sehen, dafl der Wert von & nicht sehr kritisch ist; man kann &
erheblich variieren, ohne daf sich bei der Berechnung stirkere Abweichungen von den
Beobachtungsdaten ergeben. Mit & #ndern sich nimlich auch zwangsliufig die Werte
fiir Dyax und log N. Hierdurch kann man auch bei einem vom Optimum abweichen-
den £-Wert noch einen guten Anschiufl an die Mefwerte erreichen.

Die graphische Bestimmung von ¢ kann etwas umstindlicher werden, wenn man
keine Vorstellung von seiner Gréflenordnung hat. Die in vielen Fillen sehr gure Nihe-
rung der theoretischen zu den beobachteten Werten l4fit hiufig eine einfache rech-
nerische Bestimmung von £ aus drei Kurvenpunkten zu, die sehr schnell durchzufithren
ist, aber nur als grobe Niherung angesehen werden darf. Es hat mir dieses Verfahren
aber schon viele gute Dienste geleistet. Da die Funktion drei Parameter enthilt, be-
ndtigt man zu ihrer Bestimmung drei Gleichungen fiir drei Kurvenpunkte. Man greift
hierzu drei Wertpaare heraus, von denen zwei im allgemeinen die Endpunkte der
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Wachstumsreihe bilden, den dritten wihlt man aus dem Bereich der stirksten Kurven-
kriimmung, im allgemeinen die Dimension im zweiten oder dritten Altersstadium. Fiir
die drei Punkte gelten die Gleichungen:

a) logys = logD — 1/{y1 + & - logN
b) log ya = log D — 1/(y2 + & - log N
c) logys = logD — 1/(33 + & - log N

Wir subtrahieren Gleichung b von Gleichung a und Gleichung ¢ von Gleichung b:
logyr—logye = (1/(za + &) — /(11 + &) ) - logN
logyr—logys = (1/(ye + &) — /(33 + &) ) - logN

Die beiden Differenzen werden durcheinander dividiert:

1 1
logyi—logys _ x2+¢& nté
logy; — log vs 1 1

prE  uté
auf der rechten Seite erweitern wir mit (g + &)

uté n+8H—(t+d
et é - xet €
nté ut+8—(té
st € X+ é
Nach Auflésung der Klammer fillt im Zihler jeweils & fort:
Xi— X2
_ _xeté
X1— X3
w1 é

Zur Vereinfachung setzen wir:

logyy —logyp =A  + n—y2=3

logy; —logys =a 2= A3 =
und erhalten:
B
A pté _  Bstd
a b b (%2 + ‘?)
a3+ &

Ab (ra + &) = aB (g3 + &)
Ab yo—aB - 43 = £ - (aB + Ab)

¢ Abgra—aBy; (10)
° aB — Ab

Die sehr einfache Berechnung sei am Beispiel des Lingenwachstums der Minnchen
von R. americanus durchgefithrt. Wir wihlen hierfiir folgende drei Wertpaare: die



96 F. KriGer

grofiten Fische von 9 Jahren mit einer Linge von 212 mm. Thre Symbole erhalten den
Index 1. Die Altersklasse I hat eine Linge von 74 mm, sie erhilt als Index 3. Als
dritte Altersstufe wihlen wir den Bereich des starken Jugendwachstums, und zwar die
Altersklasse IIT mit einer Linge von 133 mm. Thr Index ist 2.

y1) log212 = 2,3263 4 =9 y1) log212 = 2,3263 xy =
ye) log 133 = 2,1239 2 = ya) log74 = 1,8692 43 =1
A =102024 B=6 a=104571 b=38

Die Werte setzen wir in Gleichung (10) ein:
0,2024-8-3 —0,4571-6-1 2,1150
© 04571 -6 — 0,2024 -8 1,1234
¢& = 1,88 (der mathematisch richtige Wert ist 2,12)

Die Bestimmung von § aus drei Kurvenpunkten setzt voraus, dafl die gewihlten
Werte in der Nihe der theoretischen Kurve liegen und fithrt auch dann nur zu groben
Niherungen. Weichen die gewihlten Punkte erheblich von der idealen Kurve ab, so
verursachen sie natiirlich starke Fehler. Es ist daher empfehlenswert, zunichst die
relative Wachstumskurve zu zeichnen und an ihr den stetigen Verlauf der Mefdaten
zu priifen. Gegebenenfalls kann man aber auch nach Augenmaf die Kurve in Anleh-
nung an die Daten zeichnen und auf ihr liegende Punkte zur Berechnung benutzen.
Die sehr schnell durchzufiihrende Bestimmung gestattet aber auch, mehrere Zahlen-
kombinationen durchzurechnen und auf diese Weise zu erkennen, ob man stark ab-
weichende Werte wihlte. Trotzdem kommt dem Verfahren zur Bestimmung von £ nur
orientierende Bedeutung im Zusammenhang mit der graphischen Methode zu. Hat man
in der geschilderten Weise griiflenordnungsmifig £ bestimme, kann man fiir eine
schnelle Orientierung auch die beiden anderen Parameter niherungsweise leicht be-
rechnen. Wie unschwer aus der graphischen Darstellung in Abbildung 11 zu erkennen
ist, ergibt sich die Steigung der Geraden zu

_ log yi — log ys
N T G D= T H
Man wihlt zwel mdglichst weit auseinanderliegende Wertpaare (evtl. auch Punkte,
die auf der Ausgleichgeraden liegen). Die Differenz (log y; — log y3) hatten wir schon
bei der &-Bestimmung bendtigt. Sie betrigt: 0,4571. Fiir den Nenner erhalten wir,
indem wir fiir & den abgerundeten Wert 1,9 einsetzen:

1 1
— = 48 —
1+ 19 94 1,9 0,34 0,0917
0,4571
I —_ T
og N =520~ 1,806
Lpnax berechnet sich fiir die einzelnen Wertpaare nach
log Liax = log y + _logN
x+ &
Fiir Jahresklasse IX ist L,yqx also:
1,8061
log Linax = 2,3263 + TO??

log Luax = 2,4920
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In Tabelle 2 sind die auf diese Weise berechneten L, -Werte wiedergegeben, die
fir alle Grofen sehr konstant sind. Die Tabelle enthilt dann noch die aus diesen
Parametern berechneten Lingen den Meflwerten gegeniibergestelit. Die Abweichung
erreicht nur in einem Falle 5,5 %0, so dafl man die Wiedergabe der Mefidaten von
MansuETI auch mit den niherungsweise berechneten Parametern als befriedigend an-
sehen kann.

Trotz des bewuf$t zu niedrig gewihlten &-Wertes und des nur ungefahr zutreffen-
den Wertes fiir log N schwanken die Werte fiir Ly, nur in engen Grenzen. Es findet
sich allerdings eine systematische Verringerung der Werte bei den mitcleren Alters-
klassen. Das ist die Folge des zu niedrig gewihlten &-Wertes. Bei einem zutreffenden
&-Wert erhilt man neben einer besseren Konstanz von Ly, auch eine gleichmifigere
Streuung. Die Berechnung der Dy, -Werte, die sehr einfach durchzufithren ist, dient
also gleichzeitig als eine wichtige Kontrolle fiir die Richtigkeit der eingesetzten Para-
meter.

Niherungsweise kann man Dy, auch der graphischen Darstellung entnehmen.
Verlingert man die Ausgleichsgerade bis zum Wert O auf der Abszisse, so stellt der
Schnittpunkt mit der Ordinate den Wert Dy,x dar (Abb. 11).

Will man mathematisch exakt zu einem vorgegebenen &-Wert aus der Gesamtheit
der Mefiwerte log N und Dy, berechnen, so benutzt man den Ansatz zur Berechnung
der Regressionsgeraden der allometrischen Formel. Man setzt in diesem Falle fiir log x
die Werte 1

X

T

fiir die einzelnen Altersstufen ein.

Berechnung nach GitisrICcHT

Die vorgeschriebenen einfachen Wege zur Parameterbestimmung haben nur orien-
tierende Bedeutung in Verbindung mit der graphischen Darstellung. Eine befriedigende
Berechnung kann nur auf einem Verfahren beruhen, das alle gegebenen Mefpunkte be-
riicksichtigt und bei dem die Parameter so gewihlt sind, dafl das Quadrat der Summe
der Abweichungen von den Meflwerten zum Minimum wird. Hierbei diirfen nicht die
Abweichungen der linearen Werte zugrunde gelegt werden, sondern ihre Logarithmen,
um in allen Bereichen der Wachstumskurve die gleiche prozentuale Genauigkeit zu
erhalten.

max .
y [ logy;, —log — ) = Min. (13)

Nrt+é
Herrn Kollegen Dr. M. GiLLericHT verdanke ich eine Losung dieses mathemati-
schen Problems, die er nach einigen weniger giinstigen Vorschligen entwickelte. Sie
lieferte sehr gute Niherungswerte, die auch als Ausgang bei der elektronischen Be-
rechnung dienten. Zur Vereinfachung der Formelschreibung werden gesetzt:

y =logy = — log N

c=§

X p—i
a= fﬁ)g Diax n = Anzahl der Wertpaare
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Tabelle 2

Berechnung des Lingenwachstums der Minnchen von Roccus americanus unter Zugrunde-

legung des Schitzwertes 1,9 fiir &; log N = 1,806; fiir log Dpax wurde der Mittelwert der

Einzelbestimmungen eingesetzt. Berechnung der Lingen aus den nach dem Guisricmr-Ver-
fahren ermittelten Niherungswerten fiir die drei Parameter

. . £ = 233; logN == 2,109;
X logl 1,806 Linge Linge .o, log Lmax = 2,5112
Alrers- m ’4_1 ) logLmax ~ ge- be- /o Linge  Fehler
klasse A messen rechnet log Lmax berechnet %o
1 1,8692 0,6228 2,4920 74 73,4 08 2,5025 75,5 2,0
2 2,0492 0,4631 2,5123 112 106 5,4 2,5363 106 5,4
3 2,1239 0,3686 2,4925 133 132 0,8 2,5196 129 3,0
4 2,1703 0,3061 2,4764 148 152 2,6 2,5035 151 2,0
5 2,2068 0,2617 2,4685 161 169 5,0 2,4945 167 3,7
6 2,2430 0,2286 2,4716 175 182 4,0 2,4962 181 3,4
7 2,2945 0,2029 2,4974 197 193 2,1 2,5205 193 2,1
8 2,3118 0,1824 2,4942 205 202 1,5 2,5160 203 1,0
9 2,3263 0,1657 2,4920 212 210 0,9 2,5124 211 0,5
2,4885

Durch Einsetzen dieser Symbole erhiilt man fir das Wachstum die lineare Gleichung:
_ b

xté
Durch partielle Differentation, die hier nicht wiedergegeben werden soll, resultieren
fiir die drei Parameter drei Gleichungen:

y=a-+

(A)

3 (x?y) — znx 2 (xy)=a (.}]x2— an -Ex)mc(Z(xy)— znx Zy)
(B)

Sy ) S z .
= (xy?) — a Z(Xy):a(Z(xy)— n}’ ZX)—C (Zy-——nx- zy)
(©)
X 2 >
b= (;‘Y) +e—2 —a ix —a-c (14 A-C)

Die Gleichungen A und B enthalten als Unbekannte nur a und c. Durch Multiplikation
mit den geeigneten Faktoren bringt man das eine oder andere unbekannte Glied zum
Fortfall und erhilt auf diese Weise die beiden Griflen a und ¢, also log Dy und &.
Die hierfiir erhaltenen Werte setzt man in Gleichung C ein und findet so den negati-
ven Wert fiir log N. Die Berechnung soll anhand eines praktischen Beispieles durch-
gefilhrt werden. Zunichst ermittelt man die Summenwerte fiir: y, x, xy, x2, y2, x%y
und xy? entsprechend Tabelle 3. Die erhaltenen Summenwerte setzt man dann in die
Gleichungen 14 A-C ein.



Grundlagen einer neuen Wachstumsfunktion 99
Tabelle 3
Anordnung fiir die Berechnung der nach dem GILLBRICHT—Verf%hren bendtigten Summenwerte.
2 2
Linge der Midnndhen von Roccus americanus. n = 9, TX = S,—ﬁz = 2,17722
Alters-
gruppe  x% (log B xy x%y y2 xy?
% y
1 1 1,86923 1,86923 1,86923 3,49402 3,49402
2 4 2,04922 4,09844 8,19688 4,19930 8,39860
3 9 2,12385 6,37155 19,11465 4,51074 13,53222
4 16 2,17026 8,68104 34,72416 4,71003 18,84011
5 25 2,20683 11,03415 55,17075 4,87010 24,35049
6 36 2,24304 13,45824 80,74944 5,03123 30,18737
7 49 2,29447 16,06129 112,42903 5,26459 36,85215
8 64 2,31175 18,49400 147,95200 5,34419 42,75350
9 81 2,32634 20,93706 188,43354 541186 48,70672
2x=xt= 2y = 2 xy = 2 xty = Syt = 2 xy? =
45 285 19,59499 101,00500 648,63968 42,83606 227,11518
A) ,
> xty = 648,63968‘ S x2 = 285] ZIxy = 101,00500'
3 X —2x
ZX L S (xy) = sos,ozsool X 3x = 225 ] = .z3y= 97,97495]
n
143,6146g = a - 60 — ¢ - 3,03005
(B)
3 xy? - 227,11518] Iy = 42,83606]
x — 5 _
Ty . Sxy = 219,91011 [ =y Sy = 42,66260[
| n
7,20507 = a - 3,03005 — ¢ - 0,17346
Wir erweitern zunichst Gleich B mit _ 0 1,98017
ung B m = 1, :
&5 Mt 355005
(A) 143,61468 = 60a — 3,03005 ¢ |
(B) 142,67263 ~ 60a — 3,43480 c |
0,94205 0,40475 - ¢
_ o905
0,40475 ’
3,03005
Anschlieflend it ir Gleichung B mit —-——~ = 17,4683 :
nschlieflend erweitern wir Gleichung B mi 0.17346 >
(A) 143,61468 = 60a  — 3,03005 ¢ |
(B) 125,86032 = 52,928 — 3,03005 ¢ [
17,75436 = 7,0702 - a '

a = logLu. = 2,5112
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Die fiir a und c berechneten Werte werden in Gleichung c eingesetzt und wir erhalten
fiir:

101,005
— b = 5 + 2,327 - 2,17722 — 2,511 - 5 — 2,327 - 2,511

== 11,2228 -+ 5,0664 — 12,5550 — 5,8431
b = log N = 2,1089

Das Verfahren stellt die Berechnung einer Regressionsgeraden dar und gilt streng-
genommen nur fiir den Fall, daff die Wertpaare genau der Funktion folgen. Stirker
von dem Frwartungswert abweichende Zahlen, wie sie in Wachstumsdaten fast immer
enthalten sind, stbren die Berechnung. Aus diesem Grund erfiillen die auf diese Weise
berechneten Parameter nicht vollkommen die Forderung des Minimumquadrates.

Durch die im Verlauf der Berechnung erfolgende Differenzbildung aus zum Teil
sehr hohen Summenwerten fillt ein grofler Teil der vor dem Komma stehenden Zahlen
fort, und es verbleiben vielfach nur die hinter dem Komma stehenden Zahlen. Die Be-
rechnung ist daher abhingig von der Stellenzahl der eingesetzten Logarithmen. Im all-
gemeinen scheinen aber fiinfstellige Logarithmen ausreichend zu sein. Noch hohere
Stellenzablen erfordern bei Benutzung von Digitalrechenmaschinen einen erheblich
hoéheren Rechenaufwand, ohne wesentlich bessere Resultate zu liefern.

Die GiLericHT-Berechnung fiihrt — wie bereits betont — nur zu Niherungswerten.
Will man den fiir alle Auswertungen ausschlaggebenden Wert von & exakt bestimmen,
so variiert man diesen Niherungswert nach oben und unten und bestimmt zu jedem der
eingesetzten &-Werte aus den Mefldaten die beiden anderen Parameter, und zwar
nach dem auch fiir die Allometrieberechnung angewandten Ansatz fiir die Regressions-
gerade:

. Fx2
= (xy) — ““TX'
— logN = 5 (15a)
sy EX?
n
L =2y —=b-2x (15b)
n

Fiir y setzt man die Logarithmen der Dimensionswerte der einzelnen Altersstufen

. ” . . . 1 . . -
ein, fiir x die entsprechenden reziproken Zeitwerte — g mit dem zu priifenden £.

Auf diesem Wege ermittelt man, bei welchem &-Wert die Bedingungen einer minimalen
quadratischen Abweichung erfiille sind. Rechnerisch einfacher ist es, £ auf eine minimale
Streuung von Dy,x einzustellen. Bei dem durchweg engen Anschluf der errechneten
Werte an die Wachstumsdaten habe ich im Rahmen dieser Arbeit auf die Berechnung
der Streuung und des Korrelationskoeffizienten verzichtet. Sie wire nach den bekann-
ten Verfahren durchzufiihren.
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Die Parameter des Wachstums von Roccus americanus

Nach der GrisricaT-Methode ergeben sich also fiir die drei Parameter des Lin-
genwadchstums der Minnchen von R. americanus die Niherungswerte £ = 2,327,
log Lyax = 2,5112 und fiir log N = 2,1089. Die mit diesen Konstanten berechneten
Lingen der Minnchen enthilt Tabelle 2. In der Priifung der Konstanz der Werte fiir
Duax hatten wir oben ein einfaches Hilfsmittel zur Beurteilung der Eignung der Werte
fiir £ und log N zur Darstellung des Wachstums kennengelernt. Fiir den Niherungs-
wert von 1,806 fiir & fanden wir (Tab. 3) eine Differenz von 0,0437 zwischen dem
hochsten und niedrigsten Wert. Legen wir die nach der GurircuT-Methode berech-
neten Parameter zugrunde, so ergibt sich diese Spanne zu 0,0421. Wenn schon mit dem
Niherungswert von 1,806 sich eine befriedigende Wiedergabe der Wachstumswerte
erreichen lief}, so gilt dieses natiirlich in erhohtem Mafe fiir den £&-Wert 2,327, Die Tat-
sache, daff so stark voneinander abweichende &-Werte noch mit den Mefidaten verein-
bar sind, macht deutlich, dafl dieser Parameter fiir die Berechnungen nicht sehr kritisch
ist. Dieser Umstand vereinfacht auf der einen Seite das Arbeiten mit der neuen Funk-
tion, erschwert aber auf der anderen Seite die exakte Bestimmung von &.

Fiir die elektronisch berechneten Parameter ergab sich die Spanne zwischen héch-
stem und niedrigstem Wert fiir log Ly,,x zu 0,0384. Diese Parameter lagen also erheblich
glinstiger und sollen den weiteren Auswertungen zugrunde gelegt werden.

Die Bestimmung der Parameter, die mathematisch einwandfrei die gestellte Mini-
mumforderung erfiillen, ist mit digitalen Rechenmaschinen auch dann noch sehr zeit-
raubend, wenn man durch die GiericaT-Berechnung die Niherungswerte kennt. Ich
war in der gliicklichen Lage, daff Herr Dr. R. Nicorovius vom Rechenzentrum der
Universitit Hamburg sich bereit erkldrte, elektronisch die exakten Parameter zu be-
rechnen. Es ergaben sich hierbei doch merkliche Abweichungen von den Niherungs-
werten, und es war fiir mich sehr wesentlich, die mathematisch einwandfreien Zahlen
zu kennen, die giinstiger als die Niherungswerte liegen und sich in den Tabellen 4
und 5 finden. Trotz der hiermit aufgezeigten Uberlegenheit der elektronischen Para-
meterberechnungen darf man auch bei ihr nie versiumen, das rechnerische Ergebnis
graphisch zu kontrollieren. Die gewisse Unsicherheit aller biologischen Mefwerte kann
— wie im vorliegenden Fall fiir die Gewichtsdaten der Weibchen - bei der Berechnung
zu unwahrscheinlichen Resultaten fiihren. Bei der graphischen Darstellung iibersieht
man mit einem Blick den ganzen Kurvenverlauf und kann darin enthaltene Unstim-
migkeiten leichter erkennen.

Betrachten wir zunichst die in Tabelle 4 wiedergegebenen Daten fiir das Wachs-
tum der Minnchen. Diese enthilt neben den exakten Parametern die gemessenen und
errechneten Werte, die Zuwachsrate, ferner die prozentualen Abweichungen und die
Liax-Werte. Die prozentuale Differenz erreicht in keinem Falle 5 % und liegt zumeist
wesentlich darunter. Die Forderung nach einer guten Wiedergabe der Wachstumsdaten
ist damit hinldnglich erfiille. Als besonders wichtige Tatsache ergab die Berechnung, dafl
die mathematisch exakten Parameter fiir Lingen- und Gewichtswachstum praktisch den
gleichen &-Wert liefern. Die minimale Differenz von 0,05 zwischen 2,07 und 2,12 kann
man vernachldssigen. Auch die Berechnung bestitigt also in objektiver Weise, dafl mit
§ ein Wert erfaflt wurde, der fir alle Wachstumsvorginge von R. americanus giiltig
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Tabelle 4

Roccus americanus, Lingen- und Gewichtszunahme der Minnchen.
Elektronische Berechnung der Parameter

Linge: § = 2,07 Gewicht: &£ = 2,12
O o
= T gt o0 %9,
< —_ R — 0 oF
s E = . 5 CHEEC Y . .
-~ = £ 15 = = = £ Iz B 5
S % % ozi 8 & @ E S ozy &8 4
—g & :% 80 b8 = o C% % &5 50 5 o0
< A NLR 22 2 O N 2.5 i el
1 74 75,4 + 1,9  2,4816 18,8 18,6 -—1,1 2,8088
38 24,1
2 112 1066,7 4,7 25111 42,9 43,9 + 2,3 2,7946
21 30,2
3 133 131,7 — 1,0 2,4947 73,1 74,0 + 1,2  2,7991
15 35,1
4 148 151,6 -+ 2,4  2,4800 108,2 105,2 -—2,8 2,8166
13 32,6
5 161 167,7 + 4,2 24727 140,8 1354 -—3,8 28211
14 17,5
6 175 180,9 + 3,4 2,4760 158,3 163,8 + 3,5 2,7892
22 30,5
7 197 191,9 — 2,6 2,5018 188,8 190,1 + 0,7  2,8010
8 _
8 205 201,3 — 1,8  2,4985 — — — —
7 J—
9 212 2092 —1,3 2,4920 — — — —

ist. Erhebliche Differenzen ergaben sich dagegen fiir die beiden anderen Parameter. Daff
die Maximalwerte fiir Linge und Gewicht sich grundlegend unterscheiden, ist selbst-
verstindlich. Da die Maximalwerte weit oberhalb beobachteter Dimensionen liegen,
erweisen sie sich als rein rechnerische Grofen. Die mathematischen Beziehungen wer-
den spiter besprochen.

Vergleichen wir die Auswertung des Wachstums der Weibchen mit dem der Minn-
chen in Tabelle 5, so sehen wir, daf die Wiedergabe des Lingenwachstums zwar nicht
ganz so gut ist wie bei den Minnchen, aber nur fiir die Jahresgruppe II die Abweichung
5 0/g iiberschreiter. Auch sie ist noch vollkommen befriedigend. Sehr viel schlechter ist
dagegen die Darstellung des Gewichtswachstums. Dieses ist aber bei den Weibchen nach
den Angaben von MaNsueTI (1961a) im Zusammenhang mit der Produktion der Ge-
schlechtsprodukte stirkeren Schwankungen unterlegen als das Gewicht der Ménnchen
und daher stark von der Jahreszeit abhiingig, Hieraus erkldrt sich zwanglos der bis zu
20 %/ erreichende Unterschied zwischen gemessenen und berechneten Werten. Unter
diesen Umstinden sind audh die elektronisch gewonnenen Parameter fiir das Gewichts-
wachstum wenig vertrauenswiirdig, und wir miissen sie aufler Betracht lassen. Um so
erstaunlicher ist, dafl sich fiir das Lingenwachstum der Weibchen nahezu der gleiche
Wert errechnete, wie fiir die Minnchen. Ob der etwas hohere £&-Wert von 2,36 — gegen-
{iber 2,07 fir die Minnchen — einen realen Geschlechtsunterschied darstellt oder nur
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Tabelle 5

Roccus americanus, Lingen- und Gewichtszuwachs der Weibchen.
Elektronische Berechnung der Parameter

Linge: & = 2,36 Gewicht: £ = 4,13
oy N
o~ o
0 = b “
R g B ~ 2«
& - =0 (Y o
S - NP y T oo% L= 4
s % £z 3 4 F % oz 3 o
2 5 & ww 3 % 2 B ww & %
< A N 22 2 2 )} N =) 5 e
1 77 79,1 + 2,8 2,5308 21,7 23,5 + 8,5 3,3229
41 31,8
2 118 111,2 — 5.8 2,5685 53,0 497 — 6,2 3,3866
23 53,4
3 141 137,66 —24  2,5531 106,4 85,1 -—20,0  3,4561
15 18,9
4 156 159,2 + 2,1 2,5335 1253 127,6 + 1,8 3,3514
13 18,9
5 169 1771 + 4,9 25221 157.8 175,0 +10,9  3,3142
18 36,1
6 187 192,0 + 2,7  2,5308 193,9 2256 +16,4  3,2935
15 46,4
7 202 204,6 + 1,3 2,5567 240,3 277,8 +15,6  3,2963
12 81,8
8 214 2154 + 0,7 2,5394 3221 330,6 + 2,6 3,3481
12 127,2
9 226 2248 -~ 0,6  2,5447 449,3 383,1 14,7  3,4286
19 20,7
10 245 232,9 - 5.0 2,5644 470,0 434,8 e 7.5 3,3933

auf einer zufilligen Abweichung des Zahlenmaterials beruht, kann heute noch nicht
entschieden werden.

Die Werte fiir Logarithmus N kénnen nicht ohne weiteres miteinander verglichen
werden, da sie von dem eingesetzten &-Wert abhingig sind, parallel zu dem sie sich
stark indern. Fin Vergleich der Werte von log N ist nur bei gleichem & mdglich. Das
Lingenwachstum der Minnchen ist — wie wir oben sahen — auch mit einem £-Wert von
2,36 vereinbar. In diesem Falle betrigt der einzusetzende log N-Wert 2,037 gegen-
iiber 2,165 fiir die Weibchen. Der héhere Wert von log N kennzeichnet die bei Fischen
hohere Wachstumsgeschwindigkeit im weiblichen Geschlecht. Bei nahezu gleicher Aus-
gangsgrofle der Fische resultiert durch den hoheren Wert fiir log N fiir die Weibchen
ein Maximalwert von 364,86 mm gegeniiber 326 mm fiir die Minnchen.

Die elektronische Auswertung der Gewichtsdaten fiir die Weibchen fithrte zu voll-
kommen abweichenden Parametern: & = 4,13, log N = 10,19 und Wy, = 2289. Da,
wie oben ausgefiithrt, berechtigte Bedenken gegen die Zuverldssigkeit der Gewichtsdaten
der Weibchen erhoben werden miissen, lassen sich auch zwanglos die starken Abwei-
chungen deuten. Wie wir weiter unten sehen werden, ist schon aus rein mathematischen
Griinden die gefundene Diskrepanz unwahrscheinlich,
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DAS LARVALE UND IMAGINALE WACHSTUM VON
ROCCUS SAXATILIS

Die Daten von Mansugr: (1961a) fiir R. americanus bildeten die Grundlage fiir
die Aufstellung der neuen Wachstumsfunkrtion. Die jingsten von ihm gemessenen
Fische waren etwa 1 Jahr alt. Von diesem Stadium bis zum Alter von 10 Jahren erwies
sich die Funktion geeignet zur Darstellung seiner Ergebnisse. Altere Individuen scheint
MaNsUETI nicht gesammelt zu haben. Schon die hohen Altersklassen sind in seinem
Zahlenmaterial nur durch wenige Individuen vertreten. Auflerdem bereitet die Alters-
bestimmung bei alten Fischen erhebliche Schwierigkeiten. Fiir die hohen Altersstufen
scheint bei dieser Art somit eine Grenze gezogen zu sein.

Grundsitzlich wichtiger ist aber die Beantwortung der Frage, welchen Verlauf die
Wachstumskurve im ersten Lebensjahr nimmt, in dem sie offensichtlich sehr stark an-
steigt. Sie war an R. americanus nicht zu 18sen. Eine kurze Mitteilung von MANSUETI
{(1955) iiber die Aufzucht der Jungfische im Laboratorium enthile leider keine quan-
titativen Angaben.

Die bei dieser Art klaffende Liicke kann gliicklicherweise durch Daten {iber das
Wachstum von R. saxatilis im Fi und im Verlauf des ersten Vierteljahres nach dem
Schliipfen ausgefiillt werden. An die Daten von PEarsON (1938) iiber das Wachstum
in den ersten vier Lebenswochen schlieflen sich gut Messungen von MANSUETI (1958)
an Freilandfingen an. Wenn auch die Zahlen von Pearson Liicken und Unstimmig-
keiten enthalten, sind wir doch niherungsweise durch diese Untersuchung iiber das
Wachstum der Art in den ersten Lebenswochen unterrichtet. Vor allem kénnen wir die
Frage beantworten, von welchem Zeitpunkt nach dem Schliipfen an die fiir das Wachs-
tum der dlteren Fische angewandte Funktion giiltig wird.

Die Parameter des imaginalen Wachstums

Voraussetzung fiir die Klirung des Problems war zunichst also die mathematische
Analyse des Wachstum der adulten Fische, fiir das ich ebenfalls Zahlenangaben von
MansugT1 (1961b) benutzen kann. Diese Angaben erwiesen sich als nicht so regel-
mifig wie die fiic R. americanus, umfassen dafiir aber eine Spanne von 14 Jahren.
MansueTs Werte fiir das Lingenwachstum der Minnchen beruhen zum Teil nur auf
Einzelindividuen, fihren aber trotzdem zu nahezu dem gleichen Ergebnis wie die Be-
rechnung aus den Zahlen seiner Tabelle 3 fiir das Lingenwachstum der Weibchen. Un-
ter diesen befand sich wahrscheinlich aber ein geringer Anteil an Minnchen.

Die ersten Analysen ergaben auch fiir R. saxatilis &~Werte um 2, also gleicher
Grofenordnung wie fiir R. americanus. Die Extrapolierung unterhalb der Jahres-
klasse I lief} erkennen, dafl hiermit zumindest anndherend anch noch die Linge der
Fische im Alter von 8 und 14 Wochen befriedigend erfaflt wird. Vor diesem Zeit-
punke fille die Wachstumskurve sehr steil ab (Abb. 8), so dafl die berechneten Lingen
erheblich unter dem Mefiwert liegen. Aus diesem Grunde schloff ich auch die 8 und
14 Wochen alten Fische in die GiLLericHT-Berechnung ein. Fiir & ergab sich der Nihe-
rungswert 2,18. Die hiermit berechneten Fischlingen bringt Tabelle 6. Fiir die hoheren
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Altersstufen war mit den eingesetzten Parametern die Wiedergabe der Mefwerte sehr
gut. Nur bei den Altersklassen I und IT ergaben sich stirkere Abweichungen. Bei Alters-
klasse II bleibt die Abweichung mit 10 9/s noch in ertriglichen Grenzen, bei Alters-
klasse 1 lassen sie sich nicht mehr mit dem rechnerischen Wert vereinbaren. Auch bei
der Wavrrorp-Darstellung {Seite 121) liegen die Lingen der Altersklasse I unterhalb
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Abb. 8: Logarithmische Darstellung des Wachstums von Roccus saxatilis vom Schliipfen bis
zum 14, Lebensjahr mit dem &-Wert 2. Die larvale Wachstumsperiode, die bis etwa zur vierten
Lebenswoche andauert, setzt sich scharf gegen die folgende imaginale Wachstumsperiode ab

der zu erwartenden Werte. Stirkere Abweichungen finden sich bei den jiingsten Alters-
stufen hiufiger. Vermutlich sind bei dem starken Wachstum in den ersten Jahren die
in die Berechnung eingesetzten Alterswerte, die ja nur pauschal angegeben werden, zu
ungenau. Es wiren hier exaktere Angaben {iber das Alter erforderlich. Die Linge von
124,4 mm, die MansugTi fiir die weiblichen Tiere angibt, liegt erheblich unter
der Linge der gleichaltrigen Minnchen (Tab. 2 von Mansukti). Fiir sie gibt er
134,6 mm an. Ein so grofler Unterschied in der Linge der Geschlechter ist in diesem
Alter unwahrscheinlich. Die von ihm fiir die Minnchen angegebene Linge stimmt schon
cher mit der Berechnung iiberein. Bedeutungsvoller erscheint mir aber, dafl noch die
Lingen der Fische von 8 und 14 Wochen in guter Niherung wiedergegeben werden.
Der rechnerische Kurvenverlauf folgt also noch bis hierhin dem Wachstum.

Der errechnete und in die Auswertung eingesetzte £-Wert von etwa 2,2 liegt zwi-
schen den £-Werten, die sich bei der elektronischen Berechnung fiir das Wachstum von
R. americanus ergaben. Mit ihm liefe sich auch das Wachstum dieser Art darstellen.
Es zeigt sich also eine iiberraschende mathematische Ubereinstimmung im Wachstums-
verlauf beider Arten, die man angesichts der sehr unterschiedlichen Zahlenreihen nicht
vermuten wiirde. Der Unterschied im Ablauf des Wachstums findet mathematisch sei-
nen Ausdruck in den beiden anderen Parametern: log N und L. Wir konnen diese
beiden Parameter nur auf der Basis eines gleichen §-Wertes vergleichen. Fiir das Lingen-
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Tabelle 6

Roccus saxatilis, Lingenwachstum der Weibchen. Werte von MansueT1 (1958, 1961).
Fiir £ ist ein Niherungswert eingesetzt. & = 2,1865

Alter Linge Zuwachs log N = 3,359 Fehler
gemessen {mm) log Dimax = 3,2259 %0
Geburt 2,0—3,7 48,9

4 Wochen 42,0 55,2 +23,6

8 Wochen 68,0 61,8 — 9,2

14 Wochen 75.0 72.0 — 40
Jahre: 1245

1 1245 148,5 +16,5
167,7

2 292,1 265,2 — 92
96,5

3 388,6 378,6 — 25
78,8

4 467,4 481,8 + 22
88,9

5 556,3 573,4 + 3,1
88,9

6 645,2 654,0 + 14
78,7

7 7239 724,8 + ot
58,4

8 782,3 787,2 + 0,6
73,7

9 856,0 842,5 — 16
43,2

10 899,2 891,7 — 08
35,5

11 934,7 935,7 + 0,1
713

12 1006,0 975,2 — 31

13 983,0 1010,8 + 28
60,9

14 1043,9 1043,1 — 00

wachstum der Weibchen von R. americanus errechnet sich hiermit log N zu etwa 2,0
und Lpax zu etwa 340 mm. Demgegeniiber ist der Wert fiir log N mit 3,36 bei R. saxa-
tilis fast doppelt so hoch und kennzeichnet eine groflere Wachstumsgeschwindigkeit
dieser Art. Im Zusammenhang mit dem hoheren Wert fiir log N liegt auch die Maxi-
malgréfle von R. saxatilis mit 1682 mm wesentlich oberhalb der von R. americanus.

Die Parameter des larvalen Wachstums

Die Ableitung der Parameter fiir das Wachstum von R. saxatilis fir einen Zeit-
raum von mehr als 13 Jahren fithrt selbstverstindlich zu der Frage, ob sie vom Zeit-
punkt des Schliipfens ab giiltig sind. Wiire dieses der Fall, miifite sich die Linge bei
der Geburt ergeben, wenn man in die Berechnung fiir y den Wert O einsetzt. Das ist aber
nicht der Fall. Rechnerisch ergibe sich die Lange bei der Geburt zu 48,9 mm. Nach den
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Abb. 10: Das Larvenwachstum von Roccus saxatilis in logarithmischer. Wiedergabe. Auch die
relative Wachstumskurve, die normalerweise keinen Wendepunkt aufweist, 1488t die Unstetig-
keit zum Ende der larvalen Entwicklung zwischen der 4. und 8. Woche erkennen

Angaben von MansugT! betrigt sie dagegen nur 2,0 bis 3,7 mm. Die Differenz ist zu
grof}, um sie mit dem rechnerischen Wert zu vereinbaren. Das gleiche gilt auch fiir die

Linge der Fische b

is zum Alter von 4 Wochen, dem Zeitpunkt, an dem sie etwa ihre
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Larvenentwicklung beenden. Offensichtlich haben also fiir das Larvenwachstum die
aus dem Wachstum der adulten Fische berechneten Parameter keine Geltung. Es ergibt
sich daher die Notwendigkeit, die hier vorliegenden Verhiltnisse anhand der Daten
von PearsoN (1938) und MansugTr: (1958) niher zu analysieren.

Bei Verwendung der linearen Werte stellt sich graphisch das Wachstum der jiing-
sten Entwicklungsstadien als eine s-férmige Kurve dar (Abb. 9), deren genauer Verlauf
zwischen der 4. und 8. Lebenswoche allerdings unklar ist, da hier Werte fehlen. Man
konnte geneigt sein, in dem etwa in der vierten Woche auftretenden Maximum der
Wachstumsgeschwindigkeit den fiir Wachstumskurven charakteristischen Wendepunkt
zu sehen. Dem widerspricht aber, dafl sich — wie wir spiter sehen werden (Seite 115)
ein zweiter Wendepunkt im zweiten Lebensjahr findet. Wie bei allen Wachstums-
analysen gewinnen wir ein klares Bild, wenn wir anstelle der linearen die logarith-
mische Darstellung wihlen (Abb. 10). Die relative Wachstumskurve zeigt sehr deutlich,
daf zwischen der 4. und 8. Lebenswoche eine starke Verlangsamung des Wachstums
eintritt. Eine solche Unstetigkeit im Verlauf der relativen Wachstumskurve ist unge-
wohnlich. Normalerweise stellen diese sich als gleichmiBig abflachende Kurven dar und
lassen Wendepunkte — wie den im 2. Lebensjahr auftretenden — nicht in Erscheinung
treten.

Die schwache, aber deutliche Kriimmung der logarithmischen Wachstumskurve
legte nahe, auch ihren Verlauf durch die neue Funktion darzustellen und die zuge-
hérigen Parameter zu bestimmen. Die Zahlen von MansurTr (1958) fiir das Larven-
wachstum beruhen zwar auf einem grofleren Material, spiegeln aber nach seinen eigenen
Angaben kein normales Wachstum wieder und sind daher fiir eine mathematische Aus-
wertung ungeeignet. Auch die dlteren Angaben von Pearson (1938) enthalten offen-
sichtliche Unstimmigkeiten in den Lingenangaben. Wenn die Fischlarven zwischen dem
4. und 6. Tag nur um 0,2 mm gewachsen sein sollen, zwischen dem 6. und 8. Tag da-
gegen um 3,0 mm, so widersprechen diese Angaben unseren vielfiltigen Erfahrungen
iiber die Verminderung der Wachstumsrate mit zunehmendem Alter. Ferner ist die
Altersangabe 3 bis 4 Wochen fiir eine Zeit mit starkem Wachstum unzureichend. Die
graphischen Darstellungen in den Abbildungen 9 und 10 lassen erkennen, daf die
Daten fiir die Fische im Alter von 6 und 16 Tagen sehr stark aus dem im ibrigen
gleichmifigen Kurvenverlauf herausspringen. Sie wurden daher bei der rechnerischen
Parameterbestimmung nicht berficksichtigt. Dafiir wurden die Werte von MANSUETI
fiir die 4 Wochen alten Fische, die er aus Freilandfingen gesammelt hatte, mit einbe-
zogen. Sie fiigen sich sehr gut in die Werte von PEarsoN ein. Bei der Unsicherheit des
vorliegenden Zahlenmaterials diirfte die Ausschaltung offensichtlich nicht zuverlissiger
Daten bei einer orientierenden Auswertung stacthaft sein.

Die Berechnung der Parameter des Larvenwachstums ergab nach der GiLLBrICHT-
Methode! fiir £ den Wert von rund 30 Tagen. Mit diesem &-Wert liefen sich die Mef}-
werte von PEARsON und MaNsUETI bis zum Alter von 4 Wochen erstaunlich gut dar-
stellen, wie Tabelle 7 zeigt. Die Giite der Berechnung ist um so beachtenswerter, als in
dieser Zeit die Linge der Larven um mehr als das Zehnfache zunimmt. Es ist dieses eine

! Bei der GrrsricHT-Berechnung darf man tbrigens nicht mit dem Alter O fiir die
Dimension bei der Geburt arbeiten, da sich auf diese Weise falsche Werte ergeben. Man er-
héht deshalb alle Alterswerte um 1 und addiert den gleichen Wert zu dem berechneten &.



Grundlagen einer neuen Wachstumsfunktion 109

Wachstumsrate, die nach der Larvenentwicklung bei Tieren im allgemeinen nicht er-
reicht wird. Der Wert fiir log N liegt mit 69 wesentlich hoher, als bei den adulten
Fischen. Wie weiter unten ausgefiihrt, wire er bei Umrechnung auf Jahre als Zeit-
einheit noch mit dem Faktor 365 zu multiplizieren. Der Wert von Ly, {ibersteigt mit
651 mm bei weitem die Linge, die beim Abschlufl des Larvenwachstums erreicht wird
und reicht in die Dimension der imaginalen Endgrofen.

Fiir die Linge der Fische, die lter als 4 Wochen sind, ergeben sich wesentlich zu
hohe Zahlen. Offensichtlich gelten fiir sie die Parameter des Larvenwachstums nicht
mehr. Die mathematische Auswertung des Larvenwachstums kann angesichts der Litk-
kenhaftigkeit nicht als endgiiltig betrachtet werden. Sie lifit aber erkennen, dafl wir
den imaginalen Wachstumszyklus, der etwa 8 Wochen nach dem Schliipfen beginnt, von
dem davorliegenden larvalen Wachstumszyklus abgrenzen miissen.

Vor dem larvalen scheint noch ein embryonaler Wachstumszyklus mit noch
hoherer Wachstumsrate zu liegen. Die Reduktion der Zahl der Wachstumszyklen auf 3
~ einschlieflich der Embryonalentwicklung — erscheint als ein wichtiger Fortschritt ge-
geniiber den wesentlich mehr Zyklen, die bei anderen Wachstumsformulierungen ein-
gefiihrt werden muflten, Da sich die Wachstumszyklen auch in der relativen Wachs-
tumskurve als Unstetigkeiten abheben und iiberdies auch durch morphologische Um-
bildungen gekennzeichnet sind, erscheint ihre Einfithrung begriindet.

DEUTUNG DER PARAMETER

Abweichend von anderen Formulierungen, die empirisch oder ausgehend von
speziellen Vorstellungen tiber das Wachstum aufgestellt wurden, zielte mein Bemiihen
darauf hinaus, durch eine rein mathematische Methode die Funktion des Wachstums-

Tabelle 7

Larvenwachstum von Roccus saxatilis. Daten von PrarsoN und MANSUETT aus MANSUETT
(1958, Tabelle 10). £ = 29,78

Linge
Alter 8 log N = 69,07 Fehler
(Tage) ge(l;c;;s)en log Dmax = 2,8135 /o
Befruchtung - 2,1
Geburt 2,932 3,1 -
Tage: 1 3,6 3,7 + 2,8
1,5 4.4 40 — 91
2 5.1 44 — 137
3 5.1 5.2 + 20
4 5,8 5,9 + 1,7
6 6,0 7.6 + 26,6
8 9,0 9,7 + 7.8
16 13,0 20,2 -+ 55,5
25 36,0 35,7 — 0,8
4 Wochen 42,0 41,5 — 1,2
8 Wochen 68,0 101,9 + 49,1
14 Wodhen 75,0 183,8 +145
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vorganges zu erfassen. Die am Beispiel von R. americanus durchgefithrte graphische
Analyse ergab die Formel:
Dm&x
1
Nz +é&

Das Prinzip des Verfahrens, das zur Aufstellung dieser Funktion fiihrte, 1t den
mathematisch nicht Erfahrenen nicht ohne weiteres die Bedeutung der eingesetzten
Paramater und ihre Eigenschaften erkennen. Da durch die graphische Darstellung die
mathematischen Zusammenhinge, welche die Formel enthilt, leichter iiberschaubar
sind und verstindlicher werden, ist sie noch einmal in Abbildung 11 fiir das Lingen-
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Abb. 11: Erlduterung der graphischen Darstellung der neuen Wachstumsfunktion am Beispiel
des Lingenwachstums von Roccus americanus

wachstum wiedergegeben, nur sind jetzt in der graphischen Darstellung die mathe-
matischen Grdflen, welche die Funktion enthilt, gekennzeichnet. Keiner Erlduterung
bedarf die Eintragung der Logarithmen der Dimension auf der Ordinate. Sie hat sie
gemeinsam mit der relativen Wachstumsdarstellung und der allometrischen Funktion
und bedingt die engen Beziehungen der neuen Funktion zu diesen beiden bekannten
Darstellungsweisen von Wachstumsvorgidngen. Die Abszisse trigt die Zeiteinteilung.
Zum besseren Verstindnis ist auf ihr auch die dezimale Hilfsskala von 0,5 bis 0 wieder-
gegeben, die bei den iibrigen Abbildungen fortgelassen wurde. Auf ihr greift man die

Zeitwerte ;«1—— ab. Im vorliegenden Fall war der Alterswert y um den &-Wert 2 zu

+ &
erhthen. Der auf der Abszisse einzutragende Zeitwert fiir das Alter 111 findet sich
also bei 3 i 3 oder als Dezimalbruch bei 0,2; entsprechend fiir das Alter VIII bei

0,1 etc. Der zeitunabhingige, fiir alle Altersstufen konstante Wert fiir Dy, x lduft sinn-
1

gemif als gestrichelte Linie parallel zur Abszisse. Der Nenner Nz ¢ gibt sich in der
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graphischen Darstellung als der Abstand der Mefipunkte von der D,,«-Linie. Die
graphische Darstellung lifit auch direkt den oben geschilderten Zusammenhang:
log Dpux == logy + 1/(x + &) - log N erkennen. log N gibt die Steigung der Wachs-
tumsgeraden an, auf der die Meflpunkte liegen.

Deutung von Dmax

Am einfachsten ist die Deutung des Dy, -Wertes. Er reprisentiert die Dimension,
auf die hin das Wachstum bei unendlicher Dauer tendiert. Das Wachstum vermindert
sich mit zunehmendem Alter, um sich dem Wert 0 zu nihern. Deutlicher als die lineare
Darstellung zeigt diese Tatsache die logarithmische Wachstumskurve: sie steigt in der
Jugend steil an und flacht sich mit zunehmendem Alter immer mehr ab. Die Maximal-
dimension ist daher ein integrierender Bestandteil aller ernster zu nehmenden Wachs-
tumsdarstellungen wie der BErTarLanrry-Funktion, der logistischen Funktion und der
GowmrerTzZ-Funktion. Der zahlenmiflige Wert der Maximaldimension ist aus der rela-
tiven Wachstumskurve nicht direkt abzulesen und hingt daher ab von der ihr zu-
grunde gelegten Funktion. Von BerTarLANFFY hat hierfiir maximale beobachtete oder
etwas dariiber liegende Werte eingesetzt und in vielen Fillen auch gute Ergebnisse er-
zielt. Versagt hat dieses Verfahren zum Beispiel bei der Berechnung des menschlichen
Wachstums, bei dem von Bertaranery (1938) ebenfalls wirklich beobachtete Lingen
in seine Funktion einsetzte und nur das Wachstum zwischen dem 13. und 23. Jahr mit
seiner Formel darstellen konnte. Er erfafite also nicht die davorliegende Periode des
grofiten postembryonalen Wachstums. Ich konnte aber zeigen (KRUGER 1964), daf man
bei Einsetzen eines wesentlich hdheren Maximalwertes mit seiner Funktion fast iiber
die ganze Wachstumsperiode einen ausgezeichneten Anschlufl an gegebene Daten fiir
das menschliche Wachstum erzielen kann,

Die Einsetzung real beobachteter Maximalwerte in eine mathematische Funktion
wird deren Wesen nicht gerecht. Eine mathematische Formel ist der Ausdruck fiir den
Verlauf einer Kurve und reicht im Fall einer Wachstumskurve vom Zeitpunkt 0 bis
zum Zeitpunkt co. Die wirklich beobachtete Kurve ist nur ein minimaler Ausschnitt
aus der mathematisch unendlich langen Kurve. Es ist in keinem Fall zu iibersehen, ob
die real beobachtete Maximallinge wirklich das Ende des Wachstums bedeutet oder ob
nicht vielleicht ein noch unterhalb der Mefgenauigkeit fortlaufendes Wachstum be-
steht oder, wie bei vielen Tieren, beim Erreichen einer gewissen Endgrofe abgebremst
wird. Der Dy~ Wert hat mathematisch nur den Sinn, die Hohe und allenfalls die
Steigung der Kurve in einem Koordinatensystem festzulegen. Diese Hohe kann — wie
etwa bei der allometrischen Funktion y = b - x— am Anfang der Kurve durch den
Wert b bestimmt werden oder am Ende der Kurve durch einen Maximalwert. Letz-
terer bietet sich bei den Wachstumskurven dadurch als gegebene Grife an, dafl log O
nicht existent ist, dagegen die parallel zur Abszisse verlaufende Tangente an der
asymptotisch auslaufenden Wachstumskurve die Angabe eines exakt definierten Maxi-
malwertes gestattet. Bei der graphischen Darstellung gemif der neuen Funktion liegt
der Wert fiir die Zeit ~ im endlichen Bereich und kann auf diese Weise leicht erfafic
werden. Der Abstand der real beobachteten Werte von dem Maximalwert hingt von
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dem Kurvenverlauf und seiner Formulierung ab. Durchweg scheinen die nach meiner
Funktion sich ergebenden Dy ,-Werte hoher zu liegen als bei der BerTaLanrry-Funk-
tion. Die Gréfle der Differenz hingt im speziellen Falle von den Werten fiir & und
log N ab.

Dinax ist also eine rein mathematische Gréfle, und es ist wenig sinnvoll, hierfiir
irgendeinen mehr oder minder willkiirlichen Punkt auf der Kurve einzusetzen. Die
fiir biologische Messungen hohe Konstanz des Dy -Wertes der neuen Funktion, der

sich aus dem Logarithmus jeden Meflwertes durch Addition von ;oib; ermitteln

14, erlaubt auch erstmalig eine exakte Aussage iiber die mathematische Gestalt der
Wachstumskurven. Bislang vermutete man im aligemeinen, daf} es sich bei ihnen um
Parabeln handelt. Aus der Beziehung:

(log Dpjax — log y) - (x & =logN
die sich leicht durch Umformung der logarithmischen Form der Gleichung (9a) ergibt
und deren Giiltigkeit wir bei der Auswertung der Wachstumsdaten von Roccus ken-
nenlernten, muf} man folgern, dafl die relative Wachstumskurve in sehr guter Niherung
einen Ausschnitt aus einer gleichseitigen Hyperbel darstellt.

Anderungen des Wertes von Dy,x bewirken eine Parallelverschiebung der loga-
rithmischen Wachstumskurve, Steigung und Kriimmung der Kurve bleiben unver-
indert. Bei linearer Darstellung #ndert sich auch die Kurvengestalt. Ebenso bewirk:
bei der BerTaranery-Funktion eine Anderung des Maximalwertes eine Anderung des
Steigungswinkels der Geraden, auf der die Mefipunkte angeordnet sind.

Djnax iibernimmt schliefilich noch die Aufgabe der Anpassung der Formel an die
gewihlte Mafleinheit. Das Exponentialglied im Nenner gibt nur an, welcher Bruchteil
von Dy im Zeitpunke y erreicht wird und bleibt dadurch von der gewihlten Dimen-
sionseinheit unberithrt. Abhingig ist Dy,y dagegen von den Werten fiir log N und ¢
und indert seinen Wert im gleichen Sinne wie diese Parameter. Dieser Zusammenhang
ist verstindlich, da sich damit eine Anderung der Kurvengestalt ergibt, die auch den
Schnittpunkt mit dem Lot im Nullpunkt der Abszisse verschiebt. Allerdings sind die
Anderungen des Wertes von Dy, nicht erheblich, solange sich die mathematische Kurve
von den Mefidaten nicht zu weit entfernt.

Deutung von &

Die spezielle Gestalt der logarithmischen Wachstumskurve wird durch die beiden
Parameter log N und & bestimmt, die in ihrer Funktion eng miteinander verkniipft
sind. Wihrend aber log N eine fiir die ganze erfafite Wachstumsspanne Konstante ist,
stellt £ einen Teil des variablen Zeitwertes dar. Der reziproke Zeitwert im Exponenten
des Nenners der Formel erscheint in der logarithmischen Form als Divisor von log N.
Der Alterswert, fiir den ich das Symbol y benutzte, kann allerdings nicht als solcher
eingesetzt werden, sondern mufl um den fiir den speziellen Fall zu ermittelnden Wert &
erhoht werden, um die gegebene Wachstumskurve wiederzugeben. & ist die Zeit, die
unter der Voraussetzung, dafl auch iiber die jiingsten ausgewerteten Altersstufen hinaus
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das Wachstum den eingesetzten Parametern folgt, vergangen sein miifite, bis der Orga-
nismus sich von der Dimension 0 zur Grofle bei der Geburt entwickelt hat. Zum Zeit-
punkt der Geburt hat der Organismus ja schon eine gewisse Dimension erreicht, zu der
er in der Zeit vor der Geburt herangewachsen ist. Das wirkliche Alter eines Organismus
ergibt sich also als die Summe aus prinatalem und postnatalem Alter. Rechnerisch er-
gab sich nun bei Roccus aus dem adulten Wachstum ein £-Wert von etwa 2 Jahren.
Ich hatte schon zu Anfang (1962) darauf hingewiesen, daf es sich hierbei um ein rein
rechnerisches ,prinatales® Alter handelt. Es gestattet keinen Riickschlufl auf das
morphologische prinatale Alter. Man muf} sich hieriiber klar werden, um Fehlschliisse
zu vermeiden. Bei Roccus saxatilis konnte nun auch der zeitliche Beginn des adulten
Wachstums, fiir das der &-Wert 2 Giiltigkeit hat, auf etwa 8§ Wochen nach dem Ent-
widklungsbeginn festgelegt werden. Dieser Wert gestattet also eine sehr erhebliche
Extrapolation iiber die jlingste Altersklasse I hinaus, die bei Angaben iiber das Wachs-
tum von Fischen normalerweise zur Verfiigung steht.

Fiir das larvale Wachstum, das etwa bis zum Alter von 4 Wochen reicht, errech-
nete sich ein &~-Wert von einem Monat. Der Ubergang von einem zum anderen & Wert
scheint ziemlich unvermittelt zwischen der 4. und 8. Woche zu erfolgen. Der larvale
&-Wert liegt schon eher in der Dimension des erwarteten morphologischen prinatalen
Alters. Seine Identifizierung mit dem Befruchtungsalter ist aber nicht mdglich, da die
Zeit zwischen Besamung und Schliipfen nach MansueTi (1958) nur etwa 48 Stunden
betrigt.

Da wir sahen, daf} der & Wert nicht fiir das gesamte Wachstum, sondern nur fiir
das imaginale Wachstum giiltig ist, miissen wir damit rechnen, daf fiir das embryonale
Wachstum ein noch geringerer &-Wert einzusetzen ist als fiir das Larvenwachstum.
Diese Vermutung kann ebenfalls durch die sehr sorgfiltige Beschreibung von Man-
sUeTI geklirt werden. Der Autor bringt ndmlich auch Zahlenangaben fiir die Linge
der Embryonen innerhalb des Eies. Sie betrigt 12 Stunden vor dem Schliipfen 1,6 bis
2 mm. Mit den Parametern des larvalen Wachstums wiirde sich fiir diesen Zeitpunkt
eine Linge von 2,3 mm errechnen und fiir den Augenblick der Befruchtung eine Linge
von 2,0 mm. Das Embryonalwachstum verliuft also noch steiler als das Larvenwachs-
tum und stellt demnach einen dritten Wachstumszyklus dar. Die Existenz solcher
scharf gegeneinander abgegrenzter Wachstumsphasen kennen wir aus den Unter-
suchungen von Trissier (1934) und seinen Mitarbeitern iiber das allometrische Wachs-
tum, bei dem wir auf das gleiche Phinomen stoflen. Im iibrigen beeintrichtigt es die
Bedeutung der vorgeschlagenen Funktion nicht, wenn von 14 Wachstumsjahren nur
8 Wochen nicht von den gleichen Parametern erfalit werden. Vermutlich wird aber ein-
mal gerade die exakte mathematische Auswertung des embryonalen und larvalen
Wachstums interessante Aufschliisse vermitteln.

Es ergibt sich also, dafl der in die Funktion eingesetzte £~Wert zunichst eine rein
mathematische Grofle darstellt, die vorliufig eine biologische Interpretation nicht zu-
1iBt. Dafl wir damit aber nicht nur eine mehr oder minder willkiirliche Zahl in
unseren Berechnungen verwenden, 1488¢ sich daraus erkennen, dafl der gleiche &Wert
nicht nur fiir das Lingen- und Gewichtswachstum von R. americanus giltig ist, son-
dern sich rein rechnerisch auch fiir das Wachstum von R. saxatilis ergab. Die geringen
Unterschiede in den Stellen nach dem Komma liegen durchaus noch in dem Unsicher-
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heitsbereich, mit dem wir bei der Bestimmung von & — wie bei allen biologischen
Messungen — rechnen miissen.

1
1

1 . . . .1
Der Exponent P stellt mathematisch die Reihe 4,1, 4, 4 etc. bis =~

dar, eventuell auch mit den dazwischen liegenden Werten. Zwischen den Werten O
und 1 fillt die Reihe aufierordentlich steil von = auf 1 ab und flacht sich fortlaufend
ab, um im <o parallel zur Abszisse zu verlaufen. Durch den &-Wert legen wir nun fest,
in welchem Abstand von 0 die logarithmische Wachstumskurve die gleiche Kriimmung
aufweist. Der £&-Wert ist mathematisch betrachtet also ein Ausdruck fiir die Kurven-
krimmung und kann daher auch als Kriimmungsparameter bezeichnet werden. Je
niedriger & ist, um so stirker gekriimmt ist die Wachstumskurve, je hoher & wird, in
um so schwicher gekriimmte Kurventeile kommen wir. Schon WeymouTH (1931) er-
kannte, dafl wir Arten mit einem starken Anfangswachstum von solchen unterscheiden
kdnnen, deren Wachstum wihrend des ganzen Lebens gleichmifiger verliuft. Diesen
Unterschied konnen wir jetzt durch den &Wert zahlenmifig charakterisieren. Diese
Moglichkeir ist dadurch von Bedeutung, dafl der Wachstumsverlauf ebensogut ein Art-
oder rassenspezifisches Merkmal darstellt wie andere morphologische oder funktionelle
Besonderheiten.

Dadurch, daf} bei der logarithmischen Wachstumskurve auch log N Einfluf auf
die Kurvengestalt hat, wird die mathematische Ahnlichkeit von Kurven mit gleichem
&-Wert nicht ohne weiteres sichtbar, sondern ergibt sich erst durch die mathematische
Analyse. Immerhin ist schon von verschiedenen Autoren erkannt worden, daf sich
beim Vergleich von Wachstumskurven verschiedenster Objekte eine prinzipielle Ahn-
lichkeit erkennen lif8t. Diese Ahnlichkeit wird auf Grund der neuen Wachstumsformu-
lierung verstindlich, da &-Werte in der GroBenordnung, wie wir sie bei Roccus fanden,
im Tierreich anscheinend recht verbreitet vorkommen.

Deutung von log N

Wie erwihnt, wird die spezifische Gestalt der relativen Wachstumskurve durch
log N
rté
erfaflte Wachstumsperiode konstant. In der graphischen Darstellung gemif der neuen
Funktion ist log N der Ausdruck fiir die Steigung der Wachstumsgeraden. Die Diffe-
rentation ergibt fiir die lineare Wachstumsgeschwindigkeit:

den Quotienten bestimmt. Log N bleibt also fiir die ganze von der Funktion

dy Y max InN InN
— - — =y, - - (16a)
dy 7 e (o +é&p
Fiir das relative Wachstum also:
1 dy InN
v, dr Gre (16b)

Den gleichen Differentialquotienten ergibt die logarithmische Form der Wachstums-
funktion. Aufer durch den Zeitwert wird die relative Wachstumsgeschwindigkeit also



Grundlagen einer neuen Wachstumsfunktion 115

nur durch log N bestimmt, Der Vergleich des Wachstums von R. americanus und
R. saxatilis hatte den zahlenmifligen Unterschied im Wert von log N gezeigt. Man
kann daber N beziehungsweise log N als Geschwindigkeitskonstante bezeichnen. Der
variable Zeitwert beeinfluflt die Wachstumsgeschwindigkeit im entgegengesetzten Sinn.
Der mit zunehmendem Alter steigende y-Wert kennzeichnet die hierbei zu beobach-
tende Abnahme der Wachstumsrate. Der konstante Zeitwert & bestimmt neben log N
die Wachstumsgeschwindigkeit. Niedere Werte von & kennzeichnen eine hohe Wachs-
tumsgeschwindigkeit und umgekehrt.

Die vorgeschlagene Wachstumsfunktion enthilt einen Wendepunkt. Seine Lage
bestimmen wir durch die zweite Ableitung des Differentialquotienten fiir die linearen
Werte (16a). Der y-Wert fiir den Wendepunkt gibt sich zu

x Wendepunkt = l_nz}L — ¢ (17a)

Da es fiir den Biologen einfacher ist, mit dekadischen Logarithmen zu arbeiten, formen
wir den Bricaschen Logarithmus durch Multiplikation mit dem halben Modulus in den
natiirlichen Logarithmus um und erhalten so fiir die Lage des Wendepunktes die
Formel:

x Wendepunkt = 1,15 - log N —¢& (17b)

Hier haben wir eine mathematische Beziehung vor uns, die wir an unserem Zahlen-
material priifen kdnnen. Das Lingenwachstum von R. saxatilis weist im Verlauf des
zweiten Lebensjahres ein Maximum auf (Tab. 6). Aus den errechneten Werten von
log N und & ergibt sich das Alter fiir den Wendepunkt zu 1,67 Jahren, also in bester
Ubereinstimmung mit dem wirklichen Befund. Das gleiche gilt auch fiir das Gewichts-
wachstum der Minnchen von R. americanus (Tab. 4). Trotz der recht ungleichmifligen
Zuwachsraten stimmt das errechnete Maximum bei 3,49 Jahren mit dem beobachteten
Maximum im vierten Lebensjahr iiberein. Der Wendepunkt fiir das Lingenwachstum
der Minnchen von R. americanus wiirde im Alter von 0,09 Jahren liegen, also kurz
nach der Geburt im ersten Lebensjahr. Rein zahlenmiflig liegt zwar der maximale
Zuwachs im ersten Lebensjahr, doch erscheint er dadurch grofler, als mathematisch zu
erwarten wire, da die larvale Wachstumsperiode ein schnelleres Wachstum wihrend
dieser Zeit bedingt. Das gleiche trifft natiirlich auch fiir R. saxatilis zu. Beachtenswert —
mathematisch aber verstindlich — ist, dafl die Zeitpunkte der maximalen Wachstums-
raten fiir Linge und Gewicht nicht zusammenfallen.

Wie wir sahen, weist die Wachstumskurve von R. saxatilis zum mindesten noch
einen zweiten Wendepunkt einige Wochen nach der Geburt auf (Abb. 9). Dieser Wende-
punkt ist aber nicht in der mathematischen Funktion begriindet, sondern durch den
Ubergang der hoheren larvalen in die geringere imaginale Wachstumsgeschwindigkeit.
Das larvale Geschwindigkeitswachstum liegt nach Gleichung (17b) bei den eingesetzten
Parametern bei 49 Tagen, also 7 Wochen. Wahrscheinlich setzt aber schon vorher das
imaginale Wachstum ein. Die Larvenlinge am Wendepunkt berechnet sich zu 88 mm,
die Fischchen sind aber mit 8 Wochen erst 68 mm lang. Da die Parameter fiir das
Larvenwachstum nicht als ganz gesichert betrachtet werden diirfen, ergeben sich an der
Ubergangsstelle zwischen den beiden Wachstumsphasen noch gewisse Unklarheiten.
Vermutlich besteht noch ein dritter Wendepunkt in der Kurve beim Ubergang vom
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embryonalen zum larvalen Wachstum. Wie wir sahen, treten diese Wendepunkte an
den Grenzen der Wachstumsphasen — im Gegensatz zu dem in der Funktion enthalte-
nen Wendepunkt — bei der logarithmischen Darstellung des Wachstums als Unstetigkeit
im Kurvenverlauf hervor. Die Dimension im Augenblick des maximalen Wachstums
steht in fester mathematischer Beziechung zur Maximaldimension, wie sich leicht ab-

max

leiten lifit, und zwar ist sie: . Aus dem bei den Berechnungen von vornherein

bendtigten Logarithmus der Maximaldimension erhilt man den Logarithmus der
Dimension zum Wendepunkt durch Subtraktion von 0,8686. Bei dem engen Anschluff
der érrechneten an die gemessenen Wachstumswerte kann es nicht iiberraschen, dafl die
neue Funktion auch die richtige Lage des Wachstumsmaximums wiedergibt.

Aufler der Funktion als Geschwindigkeitskonstante iibernimmt log N auch die
Aufgabe der Anpassung der Funktion an die gewihlte Zeiteinheit. Benutzt man bei ihr
zum Beispiel anstelle von Jahren Monate, so sind die Zeitwerte mit 12 zu multipli-

. 1 s .
zieren, und der Exponent heifle dann 75———=. In der logarithmischen Form wird
12+ (x+9)

log N 1 . .
P oder B p—y: . Wihlt man eine

kiirzere Zeiteinheit, so ist log N durch den entsprechenden Faktor zu dividieren, bei
einer grofleren Zeiteinheit entsprechend zu multiplizieren. Der Wert von £ bleibt also
auch bei Wahl einer anderen Zeiteinheit erhalten. Die Anpassung iibernimmt der ent-
sprechend gednderte Wert von log N. Ich hatte auf diesen Zusammenhang schon bei
der Besprechung der Larvenentwicklung hingewiesen.

das Exponentialglied zu log N - 2

Die Funktion als Ganzes

Da der neuen Funktion keine vorgegebene Hypothese tiber die Natur des Wachs-
tumsvorganges zugrunde liegt, miissen wir versuchen, aus der Form des aufgedeckten
mathematischen Zusammenhanges uns ein Bild von der Zusammenarbeit der drei Para-
meter zu verschaffen und — soweit méglich — biologisch zu deuten.

Dyax stellt, wie wir sahen, die Endgrofle dar, der die Wachstumskurven zustreben,
auch wenn sie sie in Wirklichkeit in keinem Falle erreichen, da ja die mathematische
Bedingung eines unendlich fortlaufenden Wachstums niemals erfiillt wird. Den zu
einem bestimmten Zeitpunkt erreichten Bruchteil von D5 bestimme das Exponential-
glied im Nenner der Funktion. Das Exponentialglied kann je nach der Gréfe von y
— das fiir das prinatale Alter in negative Werte umschligt — alle Werte zwischen 0
und 1 annehmen, wenn man fiir y unendlich beziehungsweise — & einsetzt. Der Nenner
bestimmt also die Geschwindigkeit, mit welcher der Organismus sich in Richtung auf
Dpax entwickelt. Man kann dieses Verhiltnis zwischen dem Zihler und dem Nenner

1
so auffassen, dafl das Wachstum in Richtung auf Dy, durch N7z +¢ gehemmt wird,

wobei die Hemmung mit zunehmendem Alter abnimmt. Es handelt sich also um ein
Gleichgewicht zwischen einem férdernden und einem hemmenden Faktor. Prinzipiell
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liegt diese Darstellungsweise allen Funktionen zugrunde, in denen ein Maximalwert
als Bezugsgrofie auftritt. Nach der Formulierung von BerTAaLan®ry wire aber die
Hemmung im Jugendstadium am geringsten und wiirde mit zunehmendem Alter an-
wachsen.

Dafl wir es bei dem Wachstum mit einem Gleichgewicht zwischen aufbauenden
und abbauenden Faktoren zu tun haben, kann man daraus schlieflen, daf} das Produkt

aus dem realisierten Wachstum (dy) und dem noch ausstehenden Wachstum( in;)

konstant ist. Das Gleichgewicht verschiebt sich kontinuierlich in Abhingigkeit vom
Alter. Eine solche zeitliche Anderung setzt das Vorhandensein einer ,,physiologischen
Ubr“ (BUniNGg 1963) voraus, macht aber verstindlich, daff man fiir & anscheinend
hiufig Werte findet, die zu kosmischen Perioden in Beziehung zu stehen scheinen. Im
vorliegenden Zahlenmaterial errechnete sich der &-Wert fiir das Larvenwachstum von
R. saxatilis ziemlich genau zu 1 Monat.

In der neuen Funktion vermindert sich also der das Wachstum hemmende Faktor
als Funktion der Zeit. Hierin liegt ein grundsitzlicher Unterschied gegeniiber der
BertaLanrry-Funktion, bei der die Gréfle des Hemmfaktors durch den Abstand vom
Maximalwert also einer Dimension bestimmt wird., Dadurch, dafl in meiner Formel
die Wachstumsgeschwindigkeit durch den Zeitwert bestimmt wird, kommt sie einer
Forderung entgegen, die TEissiEr (1937) stellte, daf nimlich in einer biologisch sinn-
vollen Wachstumsfunktion die Wachstumsgeschwindigkeit als Funktion der Zeit dar-
zustellen ist. Nach Terssier ist diese Forderung zum Beispiel erfiillt in der Funktion
von ScHMALHAUSEN (1926) (Gleichung [3]), deren Differentialquotient lautet:

t.dy _ K
y dr 7
Trrssier schlug aus theoretischen Griinden eine Modifikation vor:
1 dy 3

y dv " x+p
Dieser Differentialquotient erinnert stark an meine Funktion. Der wesentliche Unter-
schied besteht darin, daff bei mir der Zeitwert im Quadrat auftritt und im Nenner

kein konstanter Wert, nimlich 3, sondern log N als Geschwindigkeitsparameter steht.

Beziehung der neuen Funktion zu anderen
Wachstumsformulierungen

Die vorausgegangenen Ausfithrungen bewiesen die ausgezeichnete Eignung der
neuen Funktion zur Darstellung des Wachstums zweier Arten der Gattung Roccus.
Eine ausschlieflich zahlenmiflige Wiedergabe von Wachstumswerten bleibt ein Spiel
mit Zahlen, wenn sie nicht zu vorliegenden gesicherten Ergebnissen in Beziehung
geserzt werden kann. Eine solche bildet in erster Linie die allometrische Funktion, und
ich mochte an dieser Stelle Reeve & Huxiey (1945) zitieren: “bearing in mind the
many cases where the simple allometric formula is closely obeyed, incompatibility
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between this formula and any particular time-law must be interpreted as evidence
against the general applicability of the latter” (p. 129).

Keine der bislang vorgeschlagenen Wachstumsformeln ist diesem Anschlufl an die
allometrische Formel gerecht geworden. Auch diese Forderung erfiillt der neue Vor-
schlag und beweist damit seine Uberlegenheit iiber die bisherigen Formulierungen.

Ableitung der allometrischen Funktion

In der allometrischen Beziehung ist der Zeitfaktor ausgeschaltet. Sie vergleicht
nur quantitativ die relativ zueinander auftretenden Grofleninderungen beim wach-
senden Organismus, seien es nun morphologische oder physiologische Merkmale (Glei-
chung [1]; p. 81).

Die Ausschaltung des Zeitwertes ist bei der neuen Funktion leicht méglich. Bei
R. americanus hatten wir gesehen, dafl der £&-Wert fiir Gewicht und Linge identisch
war. Somit stimmt auch fiir beide Dimensionen der in die Funktion einzusetzende
Alterswert (y + &) iiberein.

Wenn wir das Gewicht in einem bestimmten Alter mit w und die zugehdrige
Linge mit | bezeichnen und die entsprechenden Maximaldimensionen zur Verein-
fachung der Formelschreibung mit W und L und die beiden N-Werte durch entspre-
chende Indices unterscheiden, so erhalten wir fiir die beiden Dimensionen die Formel

1 1
xtE + &

log w = logW — log Ny und log!l = logL — log N

Wir losen beide Gleichungen nach p _; — auf und konnen sie dann gleichsetzen:
§

logW—1logw _ logL—logl 1
log Ny B log Ny T oyt E
Auf diese Weise ist in den beiden linken Ansitzen der Zeitwert ausgeschaltet. Multi-
plikation mit log Ny, ergibt:

log W — log w == i:i 11:2‘ - (logL —log D
Wir setzen: 112?; i\l‘ =g (18a)
und multiplizieren aus:
logw = log W —aqa - logL + « - logl

Die konstanten Glieder werden zusammengefafit:

logW —¢q - logL = logb (18b)
und wir erhalten die allometrische Funktion in logarithmischer Form:

logw=b+ a - logl (18¢)

Da bei identischem &Wert log N die Wachstumsgeschwindigkeit darstellt, gibt der
Exponent ¢ vollkommen sinngemifl das Verhiltnis der logarithmischen Wachstums-
geschwindigkeit wieder. Die Losung stimmt mit der von v. BERTALANFFY (1964) in
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allgemeiner Form gegebenen iiberein. Fiir den Faktor b ergibt sich aus (18b) die allo-
metrische Funktion fiir die Maximaldimensionen:
log W = logb -+ a « logL
Die Ableitung der allometrischen Funktion liefert auch die sinngemifle Deutung der
in ihr enthaltenen Parameter.
Das ausgewertete Zahlenmaterial fiir das Wachstum der Minnchen gestattet die
zahlenmiflige Nachpriifung der Ergebnisse. Die log N-Werte ergaben 4,79 fiir das

log Ny, .. . .
Gewicht und 1,88 fiir die Linge. Der Quotient 122113 liefert fiir a :2,54. Theoretisch

1

sollte sich der Wert 3 ergeben. Wie oben erwihnt, geben die den Wachstumsauswertun-
gen zugrunde gelegten Zahlen nicht ganz einwandfrei die mathematischen Beziehungen
wieder. Die Berechnung der Regressionsgeraden aus den Werten ergab fiir ¢ 2,50. Die
geringfiigige Differenz zwischen den beiden Werten erklirt sich offensichtlich daraus,
dafl fiir das Lingen- und Gewiditswachstum die berechneten &-Werte eingesetzt wur-
den, die nicht vollkommen identisch ausgefallen waren. Der b-Wert fiir Fische von
1 cm Linge berechnet sich aus den Wachstumsparametern zu 0,104. Die Berechnung der
Regressionsgeraden der allometrischen Funktion ergab 0,118. Trotz der gewissen Un-
stimmigkeit der Wachstumswerte ist die Ubereinstimmung der Zahlen sehr gut, sie
wire aus mathematischen Griinden noch besser bei Einsetzung des gleichen £-Wertes
fir das Lingen- und Gewichtswachstum.

Die aufgezeigte Beziehung von log N zum Exponenten der allometrischen Funk-
tion gestattet eine wichtige Umformung der Wachstumsformel. Der Faktor 3, mit dem
man den Logarithmus des N-Wertes fiir die Linge multiplizieren muf, um log N fiir
das Gewicht zu erhalten, ist der Exponent o (Wachstumskonstante). Anstelle von:

1

log w = log Wy — ————log N,
, 2§
kann man daher schreiben:
1
log w = log Wyax — T+ clogN; - o

In Gleichung (18a) ergibt sich dann sofort 3 fiir ¢. Allgemein kann man also als Basis
einheitlich den Wert von log N fiir das Lingenwachstum einsetzen, den man fiir andere
Wachstumsvorgdnge mit dem Exponenten multipliziert, der die Beziechung zum Lin-
genwachstum kennzeichnet. Gleichung (18a) gewinnt dann die allgemeine Form:

p - logN

a = q - logN (18d)

Die mathematisch definierten Beziehungen der neuen Wachstumsformel zur allo-
metrischen Funktion lassen voraussagen, dafl von ihr alle Wachstumsvorginge erfafit
werden, die der allometrischen Funktion folgen. Auflerdem bilden diese Beziehungen
ein wichtiges Hilfsmittel zu threr Auswertung.
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Die Forp-WarLrorp-Darstellung

Eine interessante Wachstumsdarstellung schlug Forp (1932) vor. Sie findet in der
Fischereibiologie unter der Bezeichnung Warrorp-plot Anwendung nach Warrorp
(1946), der die gleiche Beziechung unabhingig von Forp erkannte. Trigt man nimlich
linear auf der Abszisse jeweils die Linge im Zeitpunkt v und auf der Ordinate die der
nichsten Altersklasse (v + 1) auf, so liegen die auf diese Weise erhaltenen Punkte in
sehr guter Ndherung auf einer Geraden (Abb. 12). Die Méglichkeit zu dieser Darstel-
lung ist nicht auf das Fischwachstum beschrinkt, sondern it sich ebenso gut auf
Wachstumsdaten aus anderen Tiergruppen — einschlieflich des Menschen — anwenden.

Die Art der graphischen Darstellung besagt, dafl das Verhilinis zweier aufein-
ander folgender Zuwadhsraten einen konstanten Wert hat. Stirkere Abweichungen er-
geben sich vor allem bei den jiingeren Altersstufen. Die mathematische Formulierung
der graphischen Darstellung lautet:

A N A2

== konst. (19a)
Ve — Yet1

Wir setzen fiir die y-Werte die nach der neuen Funktion sich ergebenden Ansitze ein:

YHIELX _ Y[D&X
i 1
T+1 7
N N =~ konst.
VYmax Vmax
1 1
Nz Nz +1
Das allen 4 Gliedern gemeinsame vy, fallt fort:
11
_1 1
r+1 N+
N 1 == konst. (19b)
T 1
N_; Nz +1

Da mit zunehmender Grdfle von 7 die Exponenten sich in ihrem Wert nihern
und damit die Differenzen zwischen den Gliedern geringer werden, wird die Forp-
Warrorp-Beziehung aus der neuen Formulierung verstindlich. An den theoretischen
Zahlen fiir das Lingenwachstum von R. saxatilis habe ich gefunden, daff der Wert der
Forp-WaLrorD-,Konstanten nach dem Wendepunkt der Kurve erst in der dritten
Stelle nach dem Komma um 3 differiert. Diese Abweichung iiberschreitet bei weitem
die Schwankungen der Wachstumsdaten. Selbst der Quotient der Zuwachsraten vor
dem Wendepunkt im ersten und zweiten Jahr zeigt keine so starke Differenz, dafl er
sich nicht mit den Quotienten der spiteren Zuwachswerte gréflenordnungsmifig ver-
einbaren lift. Jedenfalls liegen die Abweichungen der gemessenen Wachstumswerte
von der idealen Wachstumkurve in einer hdheren Gréfienordnung. Die von WALFORD
auf Grund der graphischen Darstellung entwickelte Wachstumsformel hat sich aller-
dings als ungeeignet erwiesen. Fiir diesen Zwedk ist die Konstanz der von ihm ein-
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Abb. 12: Warrorp-Darstellung des Wachstums von Roceus saxatilis. Auf der Abszisse ist
jeweils linear die Linge ly abgetragen, auf der Ordinate der Wert 1y 1

gesetzten ,,Konstanten® in den verschiedenen Wachstumsbereichen nicht ausreichend.
Da die ,Konstante® bei hoheren Alterswerten geringere Abweichungen zeigt, ist die
Warrorp-Beziehung gut zur Darstellung des menschlichen Wachstums geeignet, bei
dem das mathematische ,prinatale Alter einen hohen Wert hat. Das nihere Ein-
gehen auf die Forp-Warorrp-Beziehung diirfte dadurch von Interesse gewesen sein,
daf} die neue Funktion uns ein Verstindnis fiir diese schon linger bekannte quantita-
tive Beziehung bietet.

Die PUtTER-BERTALANEFFY-Funktion

Ausgehend von speziellen Vorstellungen iiber die Groflenabhingigkeit der Auf-
und Abbauvorginge im Organismus sind von BerTALANFFY (1934) und vor ihm
PirrER (1920) zu praktisch der gleichen Formulierung durch Integration ihres An-
satzes gekommen.

Die Eignung der BErTALANFFY-Punktion (Gleichung 7) zu einer sehr guten Wie-
dergabe des tierischen Lingenwachstums kann nicht bestritten werden. Die Gleichung
enthilt die Parameter: Iy = Linge der kleinsten gemessenen Altersstufe, I;,,x = Linge
der grofiten gemessenen Individuen und k = Geschwindigkeitskonstante. Die Bestim-
mung der Parameter erfolgt am einfachsten graphisch, indem man zunichst den Wert
fiir L.y solange variiert, bis sich die Wachstumsdaten mit bester Niherung auf einer
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Geraden anordnen lassen. Anschlieflend berechnet man den Wert fiir k. Die Einzel-
heiten finden sich bei v. BErTALANFFY (1934). Es zeigt sich, dafl man in vielen Fillen
mit dem lpa-Wert iiber wirklich beobachtete Lingen hinausgehen mufite, um die
lineare Anordnung der Meflpunkte auf einer Geraden zu erreichen. Hierdurch wird
die ven thm angestrebte Forderung durchbrochen, nur wirklich beobachtete Zahlen-
werte In eine Wachstumsfunktion einzusetzen. Die Berraransry-Funktion besitzt in
ihrer urspriinglichen Form (Gleichung 7) mathematisch den Schonheitsfebler, daf} sie
fir den Zeitwert v = 0 dem Organismus eine endliche Dimension 1y zuordnet. BEVER-
ToN & Hovr (1957) haben daher die Berraranrry-Funktion derart umgewandelt,
dafl der Zeitpunkt vor Beginn der Messung bestimmt wird, an dem der Organismus
die Dimension 0 besitzen wiirde. Diese Zeitspanne soll als 7y bezeichnet werden. Durch
sie kommt Iy zum Fortfall und die Formulierung von Beverron & Hovr lautet:

L = lyax - (I — eklem) (20)

In dieser Gestalt wird die formale Ahnlichkeit vor allem durch den 7,-Wert mit der
von mir vorgeschlagenen Funktion noch deutlicher. Die Funktion enthilt ebenfalls
den Maximalwert, und die Klammer gibt an, zu welchem Bruchteil von Iy, der Orga-
nismus im Zeitpunkt 7 herangewachsen ist. k entspricht log N und 7, entspricht &.

Die nach der Berraranrry-Funktion berechneten Lingen laufen weitestgehend
parallel zu den nach meiner Funktion gefundenen. Zur Demonstration habe ich in
Tabelle 8 das Ergebnis beider Berechnungen fiir R. saxatilis nebeneinandergestellt.
Den lyax-Wert, der nicht sehr kritisch ist, ermittelte ich graphisch; k berechnete ich aus
den Werten s und ly4, die sich nach meiner Auswertung ergaben. Zwischen den Jahres-
klassen 2 und 14 zeigen sich nur minimale Differenzen. Der Wert fiir Iy liegt sogar noch
wesentlich giinstiger als nach meiner Methode. Unterhalb des Wendepunkrtes fillt aber
die BerTaransry-Funktion durch das Fehlen des Wendepunkrtes zu steil ab und liefert
infolgedessen fiir die frisch metamorphosierten Jungfische wesentlich zu niedrige
Werte. Fiir das Geburtsgewicht treffen beide Funktionen nicht zu. Nach meiner Funk-
tion miifiten die Fische bei der Geburt zirka 50 mm lang sein, nach der BERTALANFFY-
Funktion beginnt das Wachstum erst nach der Geburt. Wir hatten aber gesehen, dafl
durch die larvale Wachstumsphase die Parameter des adulten Wachstums in diesem
Bereich ihre Giiltigkeit verlieren.

Der BerTaLANFFY-Funktion liegt — wie schon oben erwihnt — die Vorstellung
zugrunde, dafl die im Laufe des Alterns zu beobachtende Verminderung des Wachs-
tums dadurch zustande kommt, dafl die der 2/s-Potenz der Masse folgenden Aufbau-
vorginge im Organismus kontinuierlich abnehmen, wihrend die Abbauvorginge wih-
rend des ganzen Lebens proportional zur Masse ablaufen. BERTALANFFY nimmt also
an, dafl Aufbau- und Abbauprozesse der allometrischen Formel folgen, die er seinem
mathematischen Ansatz zugrunde legt, aus dem er durch Integration seine Wachstums-
formel ableitet.

Wenn diese Beziechung der BerraLanery-Funktion zu dem Wechselspiel auf- und
abbauender Faktoren im Organismus als ein besonderer Vorzug angesehen wird, so ist
demgegeniiber zu betonen, dafl, wie wir sahen, die neue Funktion die allometrischen
Beziehungen enthilt — und sogar in sehr iibersichtlicher Weise — was bei der BErTA-
LANFFY-Funktion nicht der Fall ist. Somit schliefft die neue Funktion auch die allome-
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trischen Beziehungen zwischen den aufbauenden und abbauenden Faktoren ein, welche
die Grundlage der BerTaransry-Formel bilden.

Tabelle 8

Vergleich der Berechnungswerte fiir Roccus saxatilis nach der Funktion von v. BERTALANFFY
und meiner Formel

7o = + 0,0977 & =219
Alter Mgﬁl‘g” k = 0,1226 log N = 3,359
Lmax = 1275 Linax = 1682
Geburt 3 0 48,9
8 Wochen 68,0 14,4 61,8
14 Wochen 75.0 31,7 72.0
Jahre: 1 124,5 136,2 148,5
2 292,1 265,2 265,2
3 388,6 379,8 378,6
4 4674 481,6 481,8
5 556,3 571,9 573,4
6 645,2 652,2 654,0
7 723,9 7236 724.8
8 782,3 786,9 787,2
9 856,0 843,1 842,5
10 899,2 893,1 891,7
11 934,7 937,4 9357
12 1005,8 976,9 975,2
13 983,0 1011,9 1010,8
14 1043,9 1042,9 1043,1

Ohne Zweifel ist die Annahme, dafl das Wachstum eines Organismus aus auf-
bauenden Prozessen (Anabolismus), vermindert um einen kontinuierlich ablaufenden
Abbau von Kérpersubstanz (Katabolismus) resultiert, zutreffend. Tridgt man die Lo-
garithmen von Katabolismus und Anabolismus graphisch als Funktion des Logarithmus
der Masse auf, so erhdlt man fiir beide Prozesse gerade Linien, die sich bei einem
Maximalwert schneiden. Jenseits des Maximalwertes wiirde das Wachstum einen nega-
tiven Wert annehmen, also ein Grofenschwund eintreten. Stellt man das Verhiltnis
von Anabolismus und Katabolismus graphisch entsprechend der neuen Funktion dar,
so wird auch hierbei der Logarithmus beider Prozesse auf der Ordinate eingetragen.
Die quantitative Bezichung zwischen ihnen ist also fiir die einzelnen Groflen die gleiche
wie bei der BERTALANFFY-Funktion, aber durch die andersartige Abszisseneinteilung —
reziproke Zeitwerte anstelle der Logarithmen der Dimension — werden aus den beiden
Geraden Kurven, ohne daf} sich hierdurch, wie gesagt, eine Anderung gegeniiber dem
Ansatz von BERTALANFFY ergibt.

Versuchen wir nun den Schnittpunkt der Kurven zu bestimmen: Wir bezeichnen
den Anabolismus mit an und den zugehdrigen Maximalwert mit A, entsprechend den
Wert fiir den Katabolismus mit kat und den Maximalwert mit K. Fiir die zeitliche
Grofe beider Prozesse, fiir die wir einen identischen &-Wert annehmen, unterscheiden
sich die beiden Wachstumsgeschwindigkeiten durch die Faktoren p und q fiir log N.

log an = log A — % plog N (21a)
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log kat = log K — —i—— qleg N (21b)

Fiir einen gegebenen Moment kénnen wir die Gréfle von an und kat als gleich ansetzen,
da ja kein merklicher Zuwachs erfolgt und erhalten infolgedessen:

logA——i—plogN=logK-— %qlogN

logA—logK“;%logN(p—q) (22)

Fiir den Schnittpunkt der beiden Kurven wird log A = log K und die Differenz = 0.
. o1
Das ist aber nur moglich, wenn auf der rechten Seite v unendlich und damit = 0

wird. Man kann dieses Verhiltnis auch so ausdriicken, dafl, wenn entsprechend den
Maximalbedingungen ¢ = c wird, die Maximalwerte fiir Anabolismus und Kata-
bolismus identisch sind. Die Kurven der Aufbau- und Abbauprozesse nihern sich also
im Verlauf des Wachstums asymptotisch einem einheitlichen Maximalwert.

Fiir beliebige Zeitpunkte wiirde sich durch Subtraktion von Gleichung (21b) von

. 1. Anabolismus
Gleichung (21a) das Verhaltmsm

jedes Alter also leicht berechnen.

Mein neuer Formelvorschlag schliet—wie gezeigt—den Ansatz der BERTALANFFY-
Funktion ein und scheint ihn sogar zu bestitigen, wie an anderer Stelle ausgefijhrt
werden soll. Ein prinzipieller Unterschied zwischen den beiden Formeln beruht darauf,
daf die BerraLanery-Funktion die Geschwindigkeitskonstante als Produkt der Zeit
enthilt, wihrend sie in meiner Funktion als Quotient vorliegt. Dadurch ergibt sich in
der BerTaLANEFY-Funktion ein monotoner Anstieg der e-Funktion von 0 bis 1, wih-
rend durch den Quotienten in meiner Funktion die Abnahme nicht monoton verliuft,
sondern ein Wendepunke enthalten ist, den wir als wesentliches Merkmal kennen-
lernten.

ergeben. Es 1ifit sich auf diese Weise fiir

DISKUSSION

Die formelmiflige Wiedergabe des organischen Wachstums in Beziehung zu dem
Alter stellt an eine mathematische Darstellung sehr hohe Anforderungen, wenn sie
mehr als eine ad hoc-Lésung mit eng begrenzter Giiltigkeit sein soll: 1. Sie mufl den
Wachstumsverlauf iiber eine mdglichst lange Zeitspanne mit konstanten Parametern
wiedergeben. Hierbel bereitet der in den meisten Wachstumskurven enthaltene Wende-
punkt besondere Schwierigkeiten. 2. Sie darf in ihrer Anwendung nicht auf spezielle
Dimensionen beschrinkt sein. Diese Forderung schlieft die Ableitbarkeit der allometri-
schen Funktion ein. 3. Sie darf nicht auf eine spezielle systematische Kategorie be-
schrinkt sein. 4. Thre mathematische Handhabung soll einfach sein.

In der Wachstumsliteratur finden sich noch weitere Forderungen hinsichtlich der
Zahl der einzusetzenden Parameter, ihre Beziehung zu den Mefiwerten etc., die aber
gegeniiber den oben aufgestellten Punkten zuriicktreten miissen, beziehungsweise gegen-
standslos sind.
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Schon die Erfiillung der genannten Forderung schrinkt die Zahl der geeigneten
Losungen aus der groflen Zahl der mathematisch méglichen stark ein. Angesichts der
Schwierigkeit der Aufgabe und der groflen Zahl unbefriedigender Versuche, sie zu
15sen, herrscht bei den Fachleuten erhebliche Skepsis iiber die Moglichkeit, sie zu mei-
stern. Andererseits wiirde eine Losung, welche die gestellte Forderung erfiillt, mehr
sein als eine mathematische Simulierung der bei Wachstumsmessungen gewonnenen
Zahlenfolgen und einen tieferen Einblidk in die Grundlagen des organischen Wachs-
tums vermitteln und dadurch auch heuristischen Wert besitzen.

Dafl die Erfiillung der gestellten Forderungen mathematisch keine Utopie ist,
zeigt die neve, von mir abgeleitete Funktion, die ihnen in weitem Umfang gerecht
wird, Sie tibertrifft dadurch eindeutig alle bisherigen Versuche zur mathematischen
Darstellung von Wachstumsvorgingen. An die Stelle der Vielzahl von Formeln, die
noch TayLor (1962) als gegeben annahm und mathematisch miteinander zu verein-
baren suchte, tritt nun eine einzige Funktion.

Als die nichstliegende Aufgabe einer Wachstumsfunktion wird man die Wieder-
gabe der gemessenen Dimensionswerte in ithrer Abhingigkeit vom Alter ansehen. Die
Schwierigkeit, diese Aufgabe zu 18sen, wird um so gréfler, je linger die Zeitspanne ist,
die von einer mathematischen Formulierung erfaflt werden soll. Unter dieser Bedin-
gung werden die Abweichungen des mathematischen Kurvenverlaufes von den Wachs-
tumskurven um so deutlicher. Ohne Zweifel haben wir es bei ihnen mit dem Ausdruck
von Exponentialfunktionen zu tun. Der Verlauf von Exponentialfunktionen kann auf
mathematisch sehr verschiedener Grundlage auflerordentlich dhnlich sein, wenn sie —
wie die Mehrzahl der Wachstumsformeln — drei und mehr Parameter enthalten. Wir
sahen dieses an einem Beispiel beim Vergleich der nach der Berraransry-Funktion
und meiner Funktion errechneten Wachstumswerte von Roccus saxatilis (Tab. 8).
Unter diesen Umstinden kann die Entscheidung lediglich anhand der Wiedergabe der
Wachstumswerte schwierig sein. Der Unterschied im Kurvenverlauf wird um so gerin-
ger, je kleinere Abschnitte wir betrachten. Auf kurze Kurventeile lassen sich in nahezu
gleichguter Niherung die verschiedensten Funktionen bei Wahl geeigneter Parameter
anwenden. Die von manchen Autoren angewandte Zerlegung von Wachstumskurven
in mehr oder minder willkiirlich abgegrenzte Unterabschnitte wird zwar durch die
zumeist vorliegende enge Verteilung der Mefiwerte nahegelegt, kann aber nicht als
eine mathematische Wiedergabe bezeichnet werden.

Die neue Funktion erfiillt die Forderung nach einer guten Darstellung von Wachs-
tumsdaten am Beispiel R. saxatilis (Tab. 6) dber einen Zeitraum von 14 Jahren. Un-
befriedigend ist nur die grofe Differenz zwischen berechnetem und gemessenem Wert
bei der Altersstufe 1. Es bestehen hier aber berechtigte Zweifel, ob in diesem Fall die
Lingenangabe ganz zutreffend ist. Auch bei der Warrorp-Darstellung (Abb. 12)
springt die Altersgruppe I stark aus der linearen Anordnung der iibrigen Punkte her-
aus. AuBerdem wird in anderen Wachstumsreihen die Linge der Altersgruppe I wesent-
lich hoher angegeben.

Der Zeitspanne, die eine Funktion umfassen kann, ist zumeist dadurch eine Grenze
gesezt, dafl die Wachstumskurven im typischen Fall S-férmig sind, also einen Wende-
punkt enthalten. Die richtige Wiedergabe dieses Wendepunktes war mit den bisher
vorgeschlagenen Funktionen nicht méglich. Der Wendepunke stellt ein Wachstums-
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maximum dar. Vor und nach diesem Zeitpunkt verliuft das Wachstum langsamer.
Wenn der Wendepunkt einer Wachstumsfunktion nicht an der richtigen Stelle liegt,
kann sie hichstens den vor oder nach dem Wendepunkt liegenden Kurventeil zutref-
fend wiedergeben. Jenseits des Wendepunktes weicht sie von ihm ab. Bropy (1945)
betrachtet daher sogar den Wendepunkt in Wachstumskurven als eine Grenze zwischen
Wachstumsphasen, fiir die verschiedene Funktionen anzusetzen sind. Die BERTALANFFY-
Funktion enthilt keinen Wendepunkt, erreicht also an ihm die Grenze threr Anwend-
barkeit. Dieser Umstand ist nicht sehr hinderlich, da beim Lingenwachstum das Maxi-
mum der Wachstumsgeschwindigkeit bei den jiingsten Stadien liege und hierdurch der
bei weitem iiberwiegende Teil der Wachstumskurve erfalt werden kann. Bei der Um-
rechnung auf das Gewicht tritt dessen Wendepunkt an der richtigen Stelle auf. Erwar-
tungsgemifl fanden sich aber fiir die wenige Monate alten Stadien von R. saxatilis
erhebliche Abweichungen zwischen den gefundenen und errechneten Werten. Die logi-
stische Kurve enthilt zwar einen Wendepunkt, aber seine symmetrische Lage in der
Mitte der Kurve entspricht in keiner Weise dem Ablauf der Wachstumsvorginge. Der
Wendepunkt liegt stets im Anfangsteil der Wachstumskurven. In dieser Beziehung ist
die GomperTZ-Funktion giinstiger, bet welcher der Wendepunkt etwa bei einem Dritrel
der Maximalgrtfle liegt. Aber auch seine Lage entspricht nicht den wirklichen Verhilt-
nissen. Der Wendepunkt liegt bei noch jiingeren Wachstumsstufen. Auch die neue
Funktion weist einen Wendepunkt auf, und zwar liegt er noch vor dem Wendepunkt
der GomperTZ-Funktion bel etwa 1/7 der Maximalgrsfie.

Die Auswertung des Gewichtswachstums von R. americanus ergab — trotz einiger
Unregelmifligkeiten in den Zuwachsraten —, dafl der maximale Zuwachs mit dem
errechneten zusammenfillt. Das gleiche gilt auch fiir die Lage des Wendepunktes beim
Lingenwachstum von R. saxatilis im zweiten Lebensjahr, wenn er auch durch das
starke Larvenwachstum in den ersten Lebenswochen undeutlich wird. Ebenso verhile
sich das Lingenwachstum von R. americanus, dessen Wendepunkt im ersten Lebens-
jahr liegt. Die sehr gute Wiedergabe des Wendepunkres zeigte bei R. saxatilis die gute
Ubereinstimmung zwischen berechneten und gemessenien Lingen bei den wenige Mo-
nate alten Fischen. Hier erwies sich die neue Formel als der BErraLanery-Funktion
iberlegen. Rein praktisch ist die richtige Darstellung des Wendepunktes nicht nur
dadurch von Bedeutung, daf} die von der Formel erfafite Wachstumsspanne iiber den
Wendepunkt hinaus ausgedehnt wird, sondern auch dadurch, dafl man bei der Para-
meterberechnung auf das Vorhandensein des Wendepunktes nicht zu achten braucht.
Man kann die Daten vor und nach dem Wendepunkt zusammen verarbeiten.

Hinsichtlich der Zeitkomponente ist die Lage des Wendepunktes mathematisch
durch die Werte von log N und ¢ festgelegt (Gleichung [17b]). Backman (1938)
glaubt in einer mathematisch in der Funktion begriindeten Fixierung des Wendepunk-
tes einen erheblichen Nachteil zu sehen, den er vor allem bei der logistischen und der
Gowmpertz-Funktion beanstandet. Sein eigener Vorschlag, der sich allerdings nur auf
Wachstumsgeschwindigkeiten bezieht, macht die Lage des Wendepunktes zwar variabel,
scheint aber sonst kaum Vorteile zu besitzen. In meiner Funktion kann der Wende-
punkt durch die Mitbeteiligung des &-Wertes an verschiedenen Stellen der wirklich
beobachteten Wachstumskurve liegen, so dafl seine Lage niche so starr ist, wie es rein
mathematisch erscheinen mochte. Eine endgiiltige Entscheidung, wie weit der in meiner
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Funktion enthaltene Wendepunkt in seiner Lage mit dem wirklichen Wachstums-
maximum zusammenfillt, kann nur die zahlenmiflige Bearbeitung weiterer Beispiele
erbringen.

Die Auswertung der Daten fir die jiingsten Stadien von Roccus saxatilis, vom
Zeitpunkt des Schliipfens an, lief} erkennen, dafl die Wachstumskurve noch einen wei-
teren Wendepunkt aufweist, der sich am Ende des larvalen Wachstums vor dem Uber-
gang zum imaginalen Wachstum findet. Im Gegensatz zu dem mathematisch bedingten
Wendepunkt, der sich bei der logarithmischen Darstellung nicht abhebt, erscheint dieser
Wendepunkt auch in der logarithmischen Darstellung als ein ziemlich unvermittelt auf-
tretender starker Abfall der Wachstumskurve, die sich vorher und hinterher kontinuier-
lich abflacht. Durch die logarithmische Darstellung des Wachstums ist es also moglich,
Wendepunkte, die durch das Aufeinandertreffen von Wachstumszyklen mit verschie-
dener Geschwindigkeit verursacht werden, von dem mathematisch bedingten Wende-
punkt zu unterscheiden. Ein dritter, auf die gleiche Ursache zuriickzufiihrender Wende-
punkt scheint zwischen der embryonalen und larvalen Wachstumsphase zu liegen.

Die mathematische Darstellung nach der neuen Funktion gestattet zwar auch noch
nicht, das ganze Wachstum von Wert O ab mit einheitlichen Parametern wiederzugeben,
sondern erfordert wihrend der Jugendentwicklung die Annahme von Wachstums-
zyklen. Diese werden aber jetzt nicht mehr durch irgendwelche morphologischen Merk-
male gegeneinander abgegrenzt, sondern durch objektiv festzustellende Unstetigkeiten
in der relativen Wachstumskurve. Wie weit es einmal m6glich sein wird, mathematische
Bezichungen zwischen den Parametern der Wachstumszyklen herzustellen, ist heute
noch nicht zu iibersehen.

Das Vorkommen eines Wendepunktes in typischen Wachstumskurven schrinke
also die Zahl in Betracht kommender Formulierungen weiter erheblich ein, sei es, dafl
bei ihnen der Wendepunkt an falscher Stelle liegt oder {iberhaupt fehlt.

Als zweite Forderung hatte ich herausgestellt, daf} eine Wachstumsfunktion nicht
nur auf die Wiedergabe einer speziellen Dimension eingestellt sein darf. Die allometri-
sche Beziehung zwischen den verschiedenen Dimensionen eines Organismus zeigt das
Vorliegen klarer mathematischer Verhiltnisse. Es ist daher selbstverstindlich, daf diese
auch in einer wirklich brauchbaren Wachstumsfunktion ihren Ausdruds finden miissen.
Im Gegensatz zu allen anderen Vorschlidgen, die dieser Forderung nicht gerecht werden,
erfiillt sie die neue Formel und gestattet daher auch die Deutung der Parameter der
allometrischen Funktion (Gleichung 18a—c). Die Méglichkeit, die allometrische Funk-
tion abzuleiten, bedeutet zugleich eine wichtige Erleichterung. Es ist nicht erforderlich,
wie bei der BErTaLANFFY-Funktion zunichst die Lingen zu berechnen, um von ihnen
ausgehend zu den Gewichtswerten zu kommen, sondern man kann durch Einsetzen
anderer Parameter direkt jede beliebige Dimension erfassen. Es ist auch moglich, die
Parameter der allometrischen Funktion zu entnehmen.

In welchem Umfang die dritte Forderung erfiillt wird, konnte in der vorliegenden
Untersuchung, die es sich zur Aufgabe stellt, die Grundlagen der neuen Wachstums-
funktion zu erliutern, nur streifend beriihrt werden. Meinen weiteren Verdffentlichun-
gen vorausgreifend, mdchte ich aber schon jetzt betonen, dafl sich die neue Funktion
tiber das Fischwachstum hinaus als universell anwendbar erwiesen hat.

Was die vierte Forderung anbetrifit, so bietet die einfache Gestalt der Funktion
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nicht nur den Vorzug, sie in Beziehung zur allometrischen Funktion stellen zu kénnen,
sondern dariiber hinausgehend auch den Vorteil einer relativ einfachen mathematischen
Handhabung. Wir sahen das am Beispiel der Bildung des ersten und zweiten Differen-
tialquotienten. Auch die Parameterbestimmung ist — soweit dies bei biologischen Objek-
ten moglich ist — exakt durchzufiihren. Sie erfordert keine bestimmten Zeitabstinde
zwischen den Mefipunkten. Sind die Parameter eines Wachstums bekannt, ist mit einer
digitalen Rechenmaschine die Berechnung der Dimensionen fiir jedes Alter schnell und
leicht durchzufijthren. Die Dimensionen erscheinen im Resultatwerk als Logarithmen,
zu denen nur der Numerus aufgesucht werden muf, um die linearen Werte zu er-
halten. Es ist noch nicht die Zeit gekommen, alle Fragen, die sich aus der Anwendung
der Formel ergeben, zu beantworten. Hierfiir ist es notig, zahlreiche weitere Wachs-
tumskurven auszuwerten. Als erstes Beispiel kann auch hier wieder R. saxatilis dienen,

Wir sahen, dafl sich fiir die beiden besprochenen Arten der Gattung Roccus trotz
der sehr unterschiedlichen Gréfle und Wachstumsgeschwindigkeir der gleiche & Wert
ergab. & ist zwar primir ein Kriimmungsparameter, beeinflufit aber auch dadurch die
Wiedergabe der Wachstumsgeschwindigkeit durch log N. Welcher von beiden Para-
metern dndert sich, wenn das Wachstum durch duflere Einfliisse gehemmt oder gefor-
dert wird? Zur Klirong dieser Frage vermdgen die Angaben verschiedener Autoren
iiber das Wachstum von R. saxatilis einen orientierenden Beitrag zu liefern.

Infolge der weiten Verbreitung an den Kiisten von Nordamerika wachsen die Be-
stinde dieser Art unter sehr verschiedenen klimatischen Bedingungen auf. Da Roceus
saxatilis auflerdem sowohl im Siilwasser wie im offenen Meer vorkommt, wirken auch
verschiedene osmotische Bedingungen auf die Fische ein. MansugTI hat in Tabelle 5
seiner Arbeit (1961b) die von verschiedenen Autoren in mehreren Regionen durchge-
fithrten Wachstumsmessungen der Art zusammengestellt. Die Zahlenfolgen fiir das
Lingenwachstum in den einzelnen Regionen variieren sehr stark. Im Vergleich zu den
Bestinden der Chesapeake-Bay, die ich den bisherigen Auswertungen zugrunde legte,
ist die Altersklasse I bei den Fingen von Massachusetts mit 229 mm erheblich grofer als
bei dem Material von Chesapeake (124-135 mm). Andererseits ist die gleiche Alters-
klasse in Kalifornien mit 96,5 bis 107 mm Linge wesentlich kleiner. In Altersstufe XIV
stehen der Linge von 1044 mm in Chesapeake 709 mm in Massachusetts gegeniiber.
Die Grofle in Kalifornien mit 1031 mm ist nahezu die gleiche wie in Chesapeake
(Tab. 9).

Fiir die Auswertung beschrinkte ich mich auf die ausfithrlichen Wachstumsreihen
von ScorELp (1931) fir Kalifornien und von Frrzearrick & Cooxson (1958) fiir
Massachusetts. Die Wachstumsdaten von MERRIMAN (1941) fiir New England liegen
in der Nihe der Chesapeake-Werte. Nach der GiLrsricwr-Berechnung fand ich fol-
gende Niherungswerte fiir die Parameter: Kalifornien: & = 2,34; log N = 3,669;
log Dmax = 2,1327; Massachusetts: & = 2,50; log N = 2,518; log Dypas = 2,0017. Der
§-Wert fiir die kalifornischen Fische entspricht ziemlich genau dem von Chesapeake-
Bay. Der &-Wert fiir die Bestinde aus Massachusetts liegt dagegen merklich hoher.

Ein Vergleich der Wachstumsparameter ist nur auf der Basis identischer &-Werte
moglich. Aus diesem Grund berechnete ich fiir die drei zu vergleichenden Mefreihen
die beiden anderen Parameter fiir einen einheitlichen &Wert von 2,30 nach Glei-
chung (15). Auch fiir die Bestinde von Massachusetts mit threm abweichenden &-Wert
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Vergleich des Lingenwachstums von Roccus saxatilis verschiedener Herkunft nach MansueTt
{1961, Tab. 5). Naherungswerte fiir die Parameter. Zur Erleichterung des Vergleichs sind die
Zahlen fiir das Material von Chesapeake (Tab. 5) noch einmal wiederholt

Chesapeake Kalifornien Massachusetts
E=219 =234 & =250
Alter Mefl-  logN =13,359 Mefl-  logN ==4,022 Mel-  logN=2393
wert Lmax = 1682 wert  Lpax = 1857 wert Lmax = 974
(Jahre) mm mm mm
1 124,5 148,5 96,5 116,1 226,1 201,8
2 292,1 265,2 264,2 219,9 284,5 286,3
3 388,6 378,6 3454 327,9 317,5 357,7
4 467,4 481,8 457,2 431,0 381,0 417.,3
5 556,3 573,4 535,9 525,9 447.0 467,2
6 645,2 654,0 604,5 611,8 505,5 509,4
7 723,9 724,8 685,8 689,1 556,3 545,4
8 7823 787,2 777,2 758,4 586,7 576,7
9 856,0 842,5 7950 820,8 612,1 603,2
10 899,2 891,7 868,7 876,9 637.5 626,8
11 934,7 935,7 9474 927.6 657,9 647.6
12 1006,0 975,2 990,6 973,7 683,3 666,1
13 983,0 1010,8 980,4 1015,5 698,5 682,6
14 1043.9 1043,1 1031,2 1053.8 708.7 6975
15 — - 1049.0 1088,7 7163 710,9
16 — — 1079,5 1121,0 721,4 723,2
17 — — — —— 744,2 7343
18 — — —— — 784,8 744,5
19 — —_ - — 739,1 753,8
Tabelle 10

Vergleich des Lingenwachstums von Roccus saxatilis verschiedener Herkunft auf der Basis
eines gemeinsamen Niherungswertes 2,3 fiir £

Chesapeake Kialifornien Ma}ssachusetts
logN = ~ og N = _ og N = _
Aller MeB- 35083 1O M- 3970 T Mef- 2238
(Jahre) wert Lmax = wert Lmax = ¢ wert Lpax =
/o /o /o
1721 mm 1840 mm 951 mm
1 125 149 + 19 97 115 + 18 226 200 - 12
2 292 263 — 10 264 220 — 17 285 287 0
3 389 375 — 4 345 329 — 5 318 360 -+ 12
4 467 477 + 2 457 432 — 6 381 420 + 9
5 556 569 + 2 536 527 — 2 447 470 + 5
6 645 650 + 1 605 613 + 1 506 512 + 1
7 724 722 0 686 690 + 1 556 547 -3
8 782 786 0 777 759 — 2 587 577 — 2
9 856 842 -— 2 795 821 + 3 612 603 — 2
10 899 892 o] 869 877 + 1 638 626 — 2
11 935 938 0 947 927 — 2 658 646 — 2
12 1006 978 — 2 991 973 — 2 683 664 — 3
13 983 1001 2 980 1015 + 4 699 680 — 3
14 1044 1048 0 1031 1053 + 2 709 694 _—2
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ist mit diesem etwas zu niedrigen Wert noch ein hinreichender Anschluf an die Mef}-
werte zu erzielen. Die einzusetzenden Parameterwerte finden sich in Tabelle 10, in der
auch die gefundenen Werte den errechneten gegeniibergestellt sind. Die prozentuale
Abweichung ist bei den jiingsten Altersstufen etwas hoher. Zahlen anderer Mefireihen
aus dem gleichen Gebiet passen aber besser zu den theoretischen Werten.

Die sehr nahe beieinanderliegenden &-Werte fiir das Lingenwachstum von R. saxa-
tilis verschiedener Herkunft weisen auf einen prinzipiell dhnlichen Verlauf der Wachs-
tumskurve hin. Der Unterschied zwischen den drei verglichenen Fischbestinden driickt
sich vor allem in log N aus. Sein Wert ist fiir die kalifornischen Fische mit 3,970 am
hichsten, am niedrigsten fiir die Fische aus Massachusetts mit 2,238. Dazwischen liegt
der Jog N-Wert fiir Chesapeake mit 3,508.

Besondere Beachtung verdient der Umstand, dafl sich bei Umrechnung auf gleichen
&-Wert Limax flir R. saxatilis aus Kalifornien mit 1840 mm gréfenordnungsmifig der
gleiche Liyqx-Wert wie fiir die Chesapeake-Tiere mit 1721 mm ergibt. Die in der ersten
Altersklasse kleineren Fische der Bestinde in Kalifornien wachsen wahrscheinlich
infolge der klimatisch glinstigeren Bedingungen in der gleichen Zeit zur gleichen Grofe
heran wie die Fische aus Chesapeake. Abweichend verlduft dagegen das Wachstum
in Massachusetts. Es ist nicht nur log N fiir sie am niedrigsten, sondern auch Dy,x et-
reicht mit 951 mm nur 56 %y von dem Wert der beiden anderen Bestinde. Das hier
vorliegende langsame Wachstum kam auch in dem hoheren &-Wert zum Ausdruck, den
die GriLsricuT-Berechnung lieferte. Auch wenn man diesen hoheren &-Wert einsetzt,
ergibt sich die Maximallinge nur zu etwa 1000 mm, bleibt also noch immer wesentlich
unter der der beiden anderen Fischgruppen. Es bleibt zu untersuchen, ob fiir dieses
langsamere Wachstum duflere Umstinde verantwortlich sind oder ob es sich bei den
Bestinden in Massachusetts um eine geographische Rasse handelt. Diese vorliufige
Analyse scheint zu zeigen, dafl duflere Einflisse auf das Wachstum mathematisch in
erster Linie auf log N wirken. Der aus den im einzelnen stark abweichenden Zahlen-
reihen mathematisch zu isolierende &Wert bleibt jedoch ganz oder doch wenigstens
annihernd erhalten.

Die hier aufgezeigten quantitativen Bezichungen am Wachstum von Roccus saxa-
tilis demonstrieren eine wichtige Tatsache, die einem bei der Anwendung der neuen
Funktion begegnet. Die rein objektive mathematische Berechnung der Parameter aus
den Mefldaten fithrt immer wieder zu Zahlen, die interessante Beziehungen offenbaren.
Als erstes begegneten wir der auffilligen Tatsache, dafl sich nicht nur der gleiche
£-Wert bei R. americanus aus den so verschieden erscheinenden Zahlenreihen fiir Linge
und Gewicht auf diesem Wege isolieren lieR, sondern daf} er auch dem Wadhstum der
verwandten R. saxatilis zugrunde liegt, obwohl diese Art eine sehr viel hohere Wachs-
tumsgeschwindigkeit besitzt und wesentlich grofler wird. Der Vergleich des Wachstums
von R. saxatilis von Chesapeake mit den Bestinden aus Kalifornien, die sich in der
Grifle der Jugendstadien sehr stark unterscheiden, fiihrte nun nicht nur wieder zum
gleichen &-Wert, sondern dariiber hinaus auch zu einem dhnlichen Wert fiir Duax. In
diesem Falle unterscheidet sich das Wachstum nur im Wert der Geschwindigkeitskon-
stanten log N. Um so auffilliger erscheinen unter diesen Umstinden die abweichenden
Parameter der Fische aus Massachusetts.

Dafl sich gelegentlich grofere Unstimmigkeiten zwischen berechneten und gefun-
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denen Werten zeigen, beruht wahrscheinlich auf der nicht ganz eindeutigen Natur der
Wachstumsdaten. Hier schlieflen vor allem die Altersangaben zwangsldufig Unsicher-
heiten ein. Selbst wenn man — wie bei Haustieren — das Alter sehr genau angeben kann,
geht in die Berechnung nur ein Mittelwert ein, der bei den Haustieren allerdings noch
zuverlissig ist.

Schwieriger liegen die Verhiltnisse bei der Auswertung freilebender Populationen.
Wenn man auch anhand von Jahresringen oder Groflenklassen gute Niherungswerte
erhilt, so 148t sich doch nicht vermeiden, dafl man bei den jiingsten Stadien nur einen
pauschalen Durchschnittswert einsetzen kann. Bei der hohen Wachstumsgeschwindigkeit
der Jugendstadien wiren aber wesentlich genauere Altersangaben erforderlich, wie
man bei der Berechnung deutlich sicht. Hier liegen ja in kurzen Zeitriumen erhebliche
Dimensionsidnderungen vor. Bei den ilteren Stufen, bei denen das Wachstum nicht
mehr so stark ist, sind so genaue Altersangaben nicht mehr erforderlich. Bei Freiland-
fingen ist iiberdies auch die Grofenangabe oft unsicher, weil durch die Struktur der
benutzten Fanggerite eine Auslese erfolgen kann. Die kleineren Individuen schliipfen
durch die Maschen des Netzes und entgehen auf diese Weise der statistischen Mittel-
wertsbildung. Im allgemeinen diirften dadurch die Maflangaben fiir die jungen Fische in
ihren Altersklassen zu hoch liegen. Diese Selektionswirkung der Fanggerite ist in der
Fischereibiologie eine bekannte Tatsache. Ein weiterer Umstand, der die Wachstums-
daten bei Freilandfingen beeintrichtigt, ist der, dafl erfahrungsgemif die Ernihrungs-
bedingungen fiir die einzelnen Altersklassen nicht gleich sind. Es gibt Jahre, in denen
die Erndhrungsbedingungen giinstiger und in anderen schlechter sind. Ohne Zweifel
beeinflufit die Erndhrung auch das Wachstum. Am giinstigsten wire die Auswertung des
Wachstums von Einzelindividuen, fiir das genaue Zeit- und Dimensionsangaben ein-
gesetzt werden konnen. Solche Versuche erfordern allerdings die Voraussetzung, dafl
man in der Lage ist, den Tieren normale Entwicklungsbedingungen zu bieten.

Die Angleichung einer Wachstumskurve an das reale Wachstum kann auch noch
aus einem anderen Grund nicht vollstindig sein. Die mathematische Funktion setzt
einen vollkommen gleichmiRig ablaufenden Vorgang voraus. Diese Forderung ist beim
Wachstum sicherlich nicht erfiille. Selbst beim Menschen, dessen Entwicklung unter
nahezu konstanten Bedingungen abliuft, zeigen sich jahreszeitliche Schwankungen der
Wachstumsrate. Noch sehr viel ausgeprigter sind solche Wachstumsschwankungen bei
kaltbliitigen Tieren, bei denen in den kilteren Zonen der Erde wihrend des Winters —
bedingt durch die niedere Temperatur und geringere Ernihrung — sogar ein Wachstums-
stillstand eintreten kann, Man datf annehmen, daf die einfache Wachstumskurve, wie
sie durch die vorgeschlagene Wachstumsformel wiedergegeben wird, von periodischen
Schwankungen tiberlagert ist, deren Frequenz und Amplitude an geeigneten Beispielen
noch zu untersuchen bleibt. Das Vorhandensein solcher Wachstumsschwankungen, die
einen sinusférmigen Verlauf nehmen, konnten kiirzlich YaTes & Larxin (1964) beim
Rind nachweisen.

Es ist denkbar, dafl systematische Abweichungen der Wachstumskurven von Mef-
daten auf diesem Phinomen beruhen. Man kann nimlich erkennen, daf die Mefdaten
hiufig nicht gleichmiflig verteilt entlang der mathematischen Kurve liegen, sondern
dafl sie streckenweise gleichsinnig abweichen.

Die Bearbeitung aller dieser und weiterer Fragen ist heute mdglich, nachdem mit
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der vorgeschlagenen Funktion eine ideale Wachstumskurve zugrunde gelegt werden
kann, die in ihrer guten Niherung an die Mefwerte sogar den Wendepunkt wieder-
gibt. Eine so exakt die Wachstumsvorginge simulierende Formel diirfte mehr Infor-
mationen enthalten, als wir zur Zeit erkennen kénnen.

Auf der einen Seite wird die Funktion fiir praktische Zwecke ein wertvolles
Hilfsmittel sein, um tierische Wachstumsvorginge zu beschreiben und zu analysieren.
Andererseits wird sie zur Klirung theoretischer Probleme beitragen. Es ist dem mensch-
lichen Verstand nur begrenzt mdglich, Zusammenhinge, die mathematisch auf Exponen-
tialfunktionen beruhen — und das ist bei Wachstumsvorgingen der Fall -, verstandes-
mifig zu erfassen. Hier ist der menschliche Verstand gezwungen, die Mathematik als
Hilfsmittel einzuschalten (ForsTMEYER 1960). Der Weg, den die Biologie hierbei ein-
zuschlagen hat, unterscheidet sich von dem der Physik dadurch, daff in der Biologie
der Elementarvorgang, auf den der Physiker seine Ansitze aufbauen kann, unbekannt
ist. Die Biologie muf versuchen, von der Peripherie her — das ist das duflere Erschei-
nungsbild -, die sie zunichst mathematisch exakt beschreibt, zu den Elementarvorgin-
gen vorzudringen. Rein mathematische Deduktionen werden hierbei kaum weiterfith-
ren. Sie kdnnen nur solange Erfolg haben, wie sie in Kontakt mit nachpriifbaren
Folgerungen bleiben. Locker (1964) formulierte diese Forderung sehr treffend in
seinem Referat anlidfllich des I. Internationalen Symposions iiber quantitative Biologie
des Stoffwechsels: ,,Unter stindiger Fijhlungnahme mit dem konkreten Material ent-
gehen wir vielleicht der Gefahr, eine quantitative Biologie zu einer so abstrakten
Disziplin auswachsen zu lassen, dafl sie nurmehr dem Mathematiker zuginglich bleibt
und der Biologe weder fiir seine konkrete Arbeit (im heuristischen Sinne) noch zur
Zusammenschau seiner Ergebnisse (im Sinne einer Theorie) aus ihr einen Nutzen zichen
kann® (p. 39).

ZUSAMMENTFASSUNG

1. Keine der zahlreichen bislang vorgeschlagenen mathematischen Wachstumsformu-
lierungen erfiillt die an eine solche zu stellenden Forderungen. Es wird eine neue
Formulierung vorgeschlagen, die eindeutig alle bisherigen Ausdriicke in entschei-
denden Punkten tibertrifit.

2. Am Beispiel des Wachstums von Roccus americanus ([Pisces] Serranidae) wird
durch graphische Analyse der Wachstumsdaten die Funktion:

. Dmax
dy = -
Nz + &
oder in logarithmischer Form:
1
log dy = log Dpay — ———— log N
og dy og a3 P 0g

abgeleitet. Es bedeuten y = Alterswert, dy = Dimension im Alter y, £ = addi-
tiver Zeitwert (mathematisches prinatales Alter), Dyay = mathematische Maxi-
maldimension, N = Geschwindigkeitskonstante. Graphisch stellt man die Funktion
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dar, indem man den Logarithmen der Dimension auf der Ordinate die um & er-
héhten reziproken Alterswerte auf der Abszisse gegentiberstellt. Bei zutreffendem
& liegen die Mefipunkte auf einer Geraden.

3. Die Funktion gestattet mit dem gleichen £-Wert die Wiedergabe des Lingen- und
Gewichtswachstums und diirfte allgemein zur Darstellung des Wachstums von
R. americanus geeignet sein.

4, Mit drei Parametern enthilt die Funktion die Minimalzahl, die mathematisch zur
allgemeinen Darstellung von Kurvenverliufen erforderlich ist. Diese sind:

Diax = Maximaldimension, die mathematisch der Organismus bei unendlichem
unbegrenztem Wachstum erreichen wiirde. Dy, ibernimmt ferner die Anpassung
an die gewihlte Dimensionseinheit (mm, cm, g etc.).

& = additiver Zeitwert, der unter der Voraussetzung unbegrenzter Giiltigkeit der
beiden anderen Parameter die Zeitspanne wiedergibt, die mathematisch vor Beginn
der Alterszihlung vergangen wire, nachdem der Organismus die Dimension 0
tiberschritten hat. & ist ferner ein Ausdruck fir die Kriimmung der logarithmischen
Wachstumskurve. Niedere £&-Werte kennzeichnen ein starkes Anfangswachstum,
das schnell abklingt. Hohe £-Werte sind der Ausdrudk fiir einen gleichmiifigeren
Wachstumsablauf. Die biologische Bedeutung des &-Wertes bleibt zunichst noch
ungeklirt.

log N ist die Geschwindigkeitskonstante, wie der Differentialquotient ergibt:

1 dy  Iny

y . (+ &
In Abhingigkeit vom Alterswert bestimmt log N die Wachstumsgeschwindigkeit.
Auflerdem {ibernimmt log N die Anpassung an die eingesetzte Zeiteinheit.

5. Es werden Verfahren zur Bestimmung der Parameter gegeben und eingehend er-
lautert,

6. Aus der zahlenmifig bestitigten Beziehung

(log Dyax — log d)() “(x+ & =1logN

die sich aus der logarithmischen Funktion ableitet, ist zu folgern, dafl die relative
Wachstumskurve ein Ausschnitt aus einer gleichseitigen Hyperbel ist.

7. Die Funktion enthilt einen Wendepunkt, dessen Lage sich durch Bildung des zwei-
ten Differentialquotienten ergibt.

Wendepunkt = 1,15 log N — £

Die mathematische Lage des Wendepunktes stimmt — soweit erkennbar — mit den
Wachstumsdaten von Roccus iiberein.

8. Die Formel gestattet erstmalig die Ableitung der Parameter der allometrischen
Funktion aus einer Wachstumsformel. Bei gleichem &Wert ist der Exponent das
Verhiltnis der Wachstumsgeschwindigkeiten:

__logN;
log N>
Der Faktor b ergibt sich aus der allometrischen Beziechung der Maximalwerte:
b = Dmax 1
Dmaxg®

9. Aus der Bezichung zur allometrischen Formel folgt, dafl die Funktion alle Wachs-
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tumsvorginge umfaflt, die allometrisch ablaufen. Sie schlieflt dadurch auch den
Ansatz ein, den voN BErTALANFFY der Ableitung seiner Funktion zugrunde legte.
Ein prinzipieller Unterschied zwischen beiden Darstellungen liegt darin, dafl nach
der neuen Funktion der Maximalwert nicht durch den Schnittpunkt von Anabolis-
mus und Katabolismus bedingt ist, sondern die Kurven beider Prozesse in ihm
tangieren. Trotz der unterschiedlichen Formulierung des Wachstumsvorganges
laufen die nach von BERTALANFFY errechneten Lingenwerte weitgehend parallel
zu der neuen Funktion.

10. Die neue Funktion gestattet die mathematische Deutung der Forp-WALFORD-
Darstellung des Wachstums.

11. Die Auswertung der Wachstumsdaten fiir R. saxatilis filhrt zu fast dem gleichen
£-Wert, der fiir R. americanus einzusetzen war. Der andersartige Kurvenverlauf
beruht auf hdheren Werten fiir Dy,y, und log N.

12. Beim Wachstum von R. saxatilis werden die fiir das imaginale Wachstum einge-
setzten Parameter etwa 8 Wochen nach dem Schliipfen wirksam.

13. Fiir das Larvenstadium von R. saxatilis errechnet sich ein £-Wert von etwa einem
Monat. Die grofle larvale Wachstumsgeschwindigkeir driicke sich in einem sehr
hohen Wert fiir log N aus. Vor der larvalen Wachstumsperiode liegt die embryo-
nale Wachstumsphase mit noch hdherer Wachstumsgeschwindigkeit.

14. Beim Ubergang der hohen larvalen in die geringere imaginale Wachstumsgeschwin-
digkeit liegt in der Wachstumskurve ein Wendepunkt, der sich — im Gegensatz zu
dem mathematisch bedingten —~ auch in der relativen Darstellung als Unstetigkeit
abhebt.

15. Die Auswertung der recht unterschiedlichen Wachstumsdaten von R. saxatilis von
verschiedenen Fundorten ergibt niherungsweise die gleichen &-Werte. Mathema-
tisch unterscheiden sich die verschiedenen Populationen vor allem durch die Werte
fiir logN. Die Bestinde aus Kalifornien liefern grofenordnungsmifig den gleichen
Dpac-Wert wie die Fische aus der Chesapeake-Bay, wihrend die Bestinde von
Massachusetts einen wesentlich tieferen Dy, ,-Wert aufweisen.

16. In der neuen Funktion besitzen die eingesetzten Parameter deutlich gegeneinander
abgegrenzte Funktionen. Trotz ihrer einfachen Gestalt tibertrifft die Funktion in
der Wiedergabe von Wachstumsdaten alle vorliegenden Formulierungen. Uberdies
besitzt sie den Vorzug einer relativ einfachen mathematischen Handhabung.

Die Auswertung der neuen Wachstumsfunktion erfuhr stirkste Forderung durch die Kol-
legen Dr. R. Nicorovius vom Rechenzentrum der Universitit Hamburg und Dr. M. GiLr-
BRICHT von der Plankton-Abteilung der Biologischen Anstalt Helgoland. Beide verwandten
viel Mithe und Zeit auf die Losung der aufgetretenen mathematischen Fragen. Den beiden Her-
ren bin ich daher zu besonderem Dank verpflichtet. Fiir die Mithilfe bei den Berechnungen
danke ich meinen technischen Assistenten, Friulein M. Mturiengamr und Herrn P. Prraum,
ebenso meiner Frau fiir die Niederschrift und Hilfe bei der Korrektur der Arbeit.
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