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ABSTRACT: On the  m a t h e m a t i c a l  s i m u l a t i o n  of  g r o w t h  cu rv es  of animals. Advantages and 
limitations of different functions, employed to describe growth processes of animals, are briefly 
discussed. In this paper, a modification of a growth formula proposed by Johnson (1935) and used by 
the author is presented. Its parameters are described, but further testing is required to evaluate to 
which extent the altered function delivers better approximations to the growth data observed. 

EINLEITUNG 

Die Bemf ihungen  um e ine  ma themat i sche  Beschre ibung yon Wachstumsvorg~ingen 

re ichen  bis in das vor ige  Jahrhunder t  zurfick. Unter  der  Vielzahl  yon Vorschl~gen 

g e w a n n  eine von Pfitter (1920) aufges te l l te  Funkt ion grSBere Bedeutung.  Er le i te te  sie 
aus e inem hypothe t i schen  Ansatz fiber das Gle i chgewich t  von auf- und abbauenden  

Prozessen be im Wachstum ab. In e twas  vere infachter  Form fand sie als "Bertalanffy- 

Funkt ion"  (yon Bertalanffy, 1934) wei te  Anwendung .  Die Formel  enth~lt  bei  L~ingenbe- 

r e c h n u n g e n  aber  ke inen  Wendepunkt ,  wie  er ffir typische Wachs tumskurven  charakter i-  
stisch ist. Dadurch ist ihr A n w e n d u n g s b e r e i c h  eingeschr~nkt .  Der  Versuch, die e inen  

We ndepunk t  en tha l t ende  Gomper tz -Formel  als Wachstumsfunkt ion zu benutzen,  hatte 

nur beg renz t en  Erfolg (Gompertz, 1825). 
In d iesen  b e i d e n  Formeln  wird die im Verlauf  des Alterns e in t re tende  Ver langsa-  

m u n g  des Wachstums dutch e ine  Potenz von e - der Basis der natf ir l ichen Logar i thmen - 

w i e d e r g e g e b e n .  Ich selbst testete  an zah l re ichen  Beisp ie len  e ine  andere  Formel  (Krfi- 
ger, 1962), bei  der das Abk l ingen  der Wachs tumsra ten  durch e inen  rez iproken Alters° 

wef t  darges te l l t  wird, der  sich zusammense tz t  aus dem Gebur tsa l ter  ()~) und e inem 

addi t iven  Alterswert  (~). Kfirzlich wies  Ricker (1979) darauf hin, dab Johnson  (1935) 

d iese  Formel  zuerst  vo rgesch lagen  hatte. 

Diese yon mir als "Rez iprok-Funkt ion"  beze ichne te  Formel  besitzt  nicht nut  e inen  
Wendepunkt ,  sondern l iefert  zumeis t  bessere  N~he rungen  an Wachs tumsda ten  als die 

zuvor  genann ten  Funktionen.  Aber  vielf~iltige Erfahrungen ergaben,  dab sie nicht  nur zu 
unwahrsche in l i ch  hohen  oberen  Grenzwer t en  (Y~) ffihrt, sondern auch die Lage des 

Wendepunk te s  zu frfih errechnet .  

Als Ursache ffir diese Fehlsch~itzungen stell te sich heraus, dab der Anst ieg  der 
Werte der ha rmonischen  Reihe zu flach verl~iuft (Kriiger, 1981). Daher  setzte ich in der 

Funkt ion die rez iproken  Quadra te  der summier ten  Al terswer te  ein. Diese A b w a n d l u n g  

© Biologische Anstalt Helgoland 0174-3597/82/0035/0405/$ 02.00 



406 F. Krfiger 

der Johnson-Funkt ion  liefert zumeist  nicht  nu t  bessere  A n n ~ h e r u n g e n  an die Daten, 
sondern  auch n iedr igere  Maximalwerte  (Y~) un d  eine A n h e b u n g  des Alters ffir den 
Wendepunkt .  

Als Kriterium diente  bei  den  Vergle ichen e ine  prozentuale  S tandardabweichung,  
die sich in  einfachster  Weise aus der S tandardabweichung  der Logar i thmen ergibt, die 
m a n  bei  der Regress ionsauswer tung der logar i thmier ten  Funkt ion  erh~lt. 

ERGEBNISSE UND SCHLUSSFOLGERUNGEN 

Die systematischen Un te r suchungen  von Sager (1981, dort auch weitere Literatur) 
zur mathemat i schen  Dars te l lung von Sigmoidkurven  waren  Veranlassung,  auch fiber 2 
l i egende  Potenzen der harmonischen  Reihe auf ihre E i gnung  zur Wachstumsbeschrei -  
b u n g  zu priifen. Hierbei  ergab sich, dab man  in v ie len  F~illen mit hSheren Exponenten  
e ine  noch bessere Wiedergabe  von Wachs tumsdaten  erreicht. Demnach  ist die optimale 
Wachs tumsbeschre ibung  nicht  an e inen  bes t immten  Exponenten  (p) gebunden .  Die 
logari thmierte Formel, die ich als "Potenz-Funkt ion"  beze i chnen  werde, h~tte demnach  
die Gestalt: 

1 
log Yx ---- log Y~ (X+~)----- ~ log B (1) 

In ihr bedeuten:  Yx = Dimens ion  be im Alter X; ~ = addit iver  Alterswert;  Y~ = 
Maximald imens ion;  B = Geschwindigkei tskonstante ;  p = Exponent.  

Die Gle ichung  stellt die Gle ichung  einer  Geraden  dar, deren  Parameter  auf dem 
Wege der i terat iven l inearen  Regress ionsberechnung ermittelt  werden  k6nnen ,  w e n n  
m a n  die Werte von p u n d  ~ vorgibt und  variiert. Als optimal wird die Kombinat ion  
angesehen,  die e ine min imale  prozentuale  S tandardabweichung  liefert. 

Das vermutl ich asymptotische Wachstum von Fischen, fiber das auch zahlreiche 
Unte r suchungen  vorl iegen,  e ignet  sich sehr gut zur Tes tung  yon Wachstumsfunkt ionen.  
Die Erfahrung hat gezeigt,  dab yon d iesem abgelei te te  Funk t ionen  auch auf andere  
T ie rgruppen  angewende t  werden  k6nnen.  

Die Auswer tung  e iner  gr6Beren Zahl yon Wachstumsreihen,  auf deren  Einzeldar-  
s te l lung an dieser Stelle verzichtet wird, ergab als opt imale Exponen ten  der Potenzfunk- 
t ion Werte zwischen 1 und  5. N u n  h~ingt der Wert der Parameter  stark v o n d e r  H6he des 
Exponen ten  ab. Insbesondere  trifft das auf log B und  ~ zu, w~ihrend der Maximalwer t  
(Y~) nur  in  enge ren  Grenzen  schwankt.  

Diese starke Abh~ingigkeit  der Parameter-Werte vom Exponen ten  macht  verglei-  
chende  Ana lysen  praktisch unm6glich.  Es w~ire daher  gfinstig, w e n n  m a n  sich auf e inen  
e inhei t l ichen  Exponen ten  beschr~inken k6nnte.  E inen  d i rekten  Hinweis  auf e i ne n  sol- 
chen lieferten die ausgewer te ten  Beispiele al lerdings nicht. Es zeigte sich aber, dab die 
prozentuale  S tandardabweichung  nur  wenig  v o n d e r  H6he des Exponen ten  abh~ingt; 
daher  l iefern auch dem Opt imum benachbar te  Exponen ten  N~herungen ,  die als sehr 
gute Kurvenwiedergaben  angesehen  werden  k6nnen .  

Aufgrund dieser Erkenntn is  und  mit Rficksicht auf das Vorkommen h6herer  Expo- 
n e n t e n  schlage ich vor, die Basis e der natf ir l ichen Logar i thmen als g e m e i n s a m e n  
Exponenten  einzusetzen.  Er ergab bei  der Mehrzahl  der ausgewer te ten  Beispiele e ine 
nur  geringffigig gegenf iber  dem M i n i m u m  erh6hte prozentuale  Streuung.  Die Zahl e 
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w i i r d e  a lso  an  d ie  S te l l e  des  f r f iher  v o r g e s c h l a g e n e n  E x p o n e n t e n  2 t r e t e n  (Krfiger, 1981) 

u n d  d ie  e m p f o h l e n e  F u n k t i o n  in  a l g e b r a i s c h e r  S c h r e i b u n g  l au ten :  

Y ~  

Yx -- BtX+¢)~ (2) 

Der  e i n h e i t l i c h e  E x p o n e n t  w f i r d e  d i e  A n w e n d u n g  d e r  F u n k t i o n  e r h e b l i c h  v e r e i n f a -  

c h e n ;  es  b e d a r f  a b e r  n o c h  e i n e r  u m f a n g r e i c h e r e n  E r f a h r u n g  an  k o n k r e t e n  B e i s p i e l e n ,  

u m  zu  e r k e n n e n ,  ob d e r  e m p f o h l e n e  E x p o n e n t  d ie  E r w a r t u n g  a n  e i n e  b e f r i e d i g e n d e  

m a t h e m a t i s c h e  B e s c h r e i b u n g  v o n  W a c h s t u m s v o r g ~ i n g e n  erffillt .  

Da  zur  C h a r a k t e r i s i e r u n g  v o n  W a c h s t u m s k u r v e n  d ie  L a g e  d e s  W e n d e p u n k t e s  

gehSr t ,  s o l l e n  a n s c h l i e B e n d  in  a l l g e m e i n e r  F o r m  d ie  F o r m e l n  ffir das  A l t e r  u n d  d ie  

D i m e n s i o n  a m  W e n d e p u n k t  g e g e b e n  w e r d e n :  

;~wdp = ¥ p + l  - ~ (3) 

Yoo 
Y w d p  - (4) 

1+ 1_ 
e( p) 

Die  e r h e b l i c h e  U n s i c h e r h e i t  v i e l e r  b i o l o g i s c h e r  M e B w e r t e  bee in t r~ ich t ig t  z u m e i s t  

d ie  r e c h n e r i s c h e n  A u s w e r t u n g e n ,  so d a b  a u c h  d e n  m a t h e m a t i s c h  o p t i m a l e n  P a r a m e t e r n  

n u t  b e d i n g t e  Gf i l t i gke i t  z u g e s p r o c h e n  w e r d e n  k a n n .  
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